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Uber die Kr i immung  des Raumes.  
Von A. Friedman in Petersburg. 

Mit einer Abbi]dung. (Eingegangen am 29. Juni 1922.) 

w 1. 1. In ihren bekannten Arbeiten fiber allgemeine kosmo- 
logisehe Fragen kommen E i n s t e i n  1) und de S i t t e r  s) zu zwei mSg- 
lichen Typen des Welta!ls; E i n s t e i n  erh~lt die sogenannte Zylinder- 
welt, in der der Raum 3)konstante, yon der Zeit unabh~ngige Krfimmung 
besitzt, wobe i  der Kriimmungsradius verbunden ist mit  der Gesamt- 
masse der im Raume vorhandenen 5/Iaterie; de  S i t t e r  erh~lt eine 
Kugelwelt, in weleher nicht nur der Raum, sondern auch die Welt  
in gewissem Sinne als Welt  konstanter Krfimmung angesprochen 
werden kann4). Dabei werden wie yon E i n s t e i n  so aueh yon 
de S i t t e r  gewisse Voraussetzungen fiber den Materietensor gemaeht, 
die der Inkoh~irenz der Materie und ihrer relativen Ruhe entsprechen, 
d. h. die Gesehwinds der Materie wird als genfigend klein 
vorausgesetzt im Vergleieh zu der Grundgeschwindigkeit B) --. der 
Liehtgeschwindigkeit. 

]:)as Ziei dieser ~Notiz ist~ erstens die Ableitung der Zylinder- 
u n d  Kugelwelt (als spezielle F~lle) aus einigen allgemeinen Annahmen, 
und zweitens der Beweis der MSglichkeit einer Wel t ,  deren Raum- 
krfimmung konstant ist in bezug auf drei Koordinaten~ die als 
Raumkoordinaten gelten, und abh~ngig yon der Zeit, d.h.  yon der 
vierten - -  der Zeitkoordinate; dieser neue Typus ist, was seine 
fibrigen Eigenschaften anbetrifft, ein Analogon der E i n s t e i n s c h e n  
Zylinderwelt. 

2. Die Annabmen, die wir unseren Betraehtungen zugrunde legen, 
zerfallen in zwei Klassen. Zu der ersten Klasse gehSren Annahmen, 
welehe mit  den Annahmen E i n s t e i n s  und de  S i t t e r s  zusammen- 

1) Einste in ,  Kosmo]ogisehe Betrachtungen zur aligemeinen Relativit~ts- 
theorie, Sitzungsberlchte Berl. Akad. 1917. 

2) de Si t ter ,  On Einstein 's  theory of gravitation an~ its astronomical 
consequences. Monthly l~'otices of the R. Astronom. Soc. 1916--1917. 

3) Unter ~Raum" verstehen wir hier einen Raum, tier durch eine Mannig- 
faltigkeit yon drel Dimensionen beschrleben wird; der ~Welt ~ entspricht eine 
Mannigfaltigkeit yon vier Dimensionen. 

8) Klein, Uber die Integralform der Erhaltungss~tze und die Theorie der 
r~umlich-geschlossenen Welt .  GStting. Nachr.  1918. 

5) Siehe diesen Namen bei Eddington  in seinem Buche; Espace~ Temps et 
Gravitation, 2 Partle, S. 10. Paris 1921. 
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fallen; sie beziehen sieh auf die Gleiehuugen, denen die Gravi~tions- 
potentiale geniigen, und anf den Zustand und die Bewegnng der 
1Ylaterie. Zur zweiten Klasse geh6ren Annahmen fiber den allgemeinen, 
sozusagen geometrisehen Charakter der Wel t ;  aus unserer Hypothese 
folgt als Spezialfall die Zylinderwelt E i n s t e i n s  und aueh die Kugel- 
welt de S i t t e r s .  

Die Annahmen der ersten Klasse sind die folgenden: 
1. Die Gravitationspotentiale geniigen dem E i n s t e in sehen 

Gleiehungssystem mit dem kosmologisehen Gliede, das man aueh gleich 
Null setzen daft:  

t r  - - u T ~  (i, k = 1, 2, 3, 4), (A) 

hier sind gi~ die Gravitationspotentiale, Ti~ der Materietensor, u -  eine 
Konstante, /~-----g;~/~,~; /~i~ ist bestimmt durch die Gleichuugen 

dabe i s ind  die x, (i = l, 2 , 3 , 4 )  die Weltkoordinateu, und { i :}  die 

C h r i s t o f f e l s e h e n  Symbole zweiter Art  1). * 
2. Die Materie ist iukohiirent und in relativer Ruhe; oder, weniger 

streug ausgedriiekt, die relativen Gesehwindigkeiten der Materie sind 
versehwindend klein im Vergleieh zu der Liehtgeschwindigkeit. In- 
folge dieser Annahmen ist der )g[aterietensor dutch die Gleiehungen 
gegeben:  

Ti~ ----- 0 ffir i und k nieht = 4, 
T4~ = c~ 0 g - ,  (C) 

hier ist O die Diehte der Materie u n d c  die Grundgesehwindigkeit; 
auflerdem sind die Weltkoordinateu eingeteilt in drei Raumkoordinaten 
x~, x2, x s und die Zeitkoordinate x 4. 

3. Die Annahmen der zweiten Klasse sind die folgenden: 

]. Nach Austeilung der drei Ranmkoordinaten Xl, x2, xs haben 
wit einen Raum konstanter Krfimmung, die abet  abh~ugen darf  
you x~ - -  der Zeitkoordinate. Das Intervall 9') ds, bestimmt durch 
ds ~ --~ gi~ dx~ dx~, kanu dutch Einfiihrung geeigneter Raumkoordinaten 
in folgende Form gebraeht werden: 

d s 2 = R ~ (dx~ -~- sinax 1 dx~ q- siu~x 1 sin~ x~ dx.:-') 
2g~ dx~ dx~ -1- 2 ga~ dx~ dx~ -~ 2 g~a dxa dx, ~ g~ d x~. 

1) Das Vorzeiehen von Ri/: und von _~ ist bei uns yon dem iiblic~hen ver- 
sehieden. 

~) Siehe  z. B.  E d d i n g t o n ,  Espace ,  Temps  et Gravitat ion,  2 Partie. Paris 1921. 
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Hier ist/~ nut ahh~ngig yon x~;/~ ist proportional dem Kriimmungs- 
radius des Raumes, der also mit  der Zeit ver~nderliah sein daft. 

2. In dem Ausdrucke fiir ds 2 k6nnen dureh entspreehende Wahl  
der Zeitkoordinate g~4, g24, gs4 zum Versehwinden gebraeht werden 
oder, kurz gesproehen? die Zeit ist orthogonal zum Raum. Ftir diese 
zweite Annahme kSnnen~ wie mir saheint, keine physikalisahen oder 
philosophischen Grfinde angegeben warden; sie dient ausschliel~lich 
zur Vereinfachung dot Roahnungen. Man mul~ noah bemerken~ dal3 
die Wel t  E i n s t e i n s  und de  S i t t e r s  in uuseren Annahmen als 
Spezialfall enthalten ist. 

Zufol~e der Annahmen 1 und 2 kann ds ~ in die Form 

dsa = R2 (d x~ -~ sin' x~ dx~ ~ + sin~ x~ sin: x~ dx~) + :M2 dx: (D) 

gebraeht werden~ wobei R eine Funktion von x~ ist und M im all- 
gemeinen Falle yon allen vier Weltkoordinaten abhangt. Das E i n -  

R~ 
s t e insche  Weitall wird erhalten~ wenn man in (D)iR a dureh --c-- ~ 

ersetzt und au~erdem M gleich 1 setzt~ wobei /~ den konstanten (yon x~ 
unabhangigen) Kriimmungsradius des Raumes bedeutet. Das Weltall 

de  S i t t e r s  wird erhalten~ wenn man in ( D ) / ~  (lurch - - ~ -  und 2J 

darah cos x~ ersetzt: 

dv 2 - -  ~t(dx~ + singxldx~ + sin2x~sin~x2dx~) + dx~, (D1) 

d v~ (dx~ 2 r sin~ x~ dx~ ~ sin~ x~ sin~ x~ dx~) ~ cos x~ dx~ ~ ) .  (D~) 

4. l~un mfissen wir noah eine Verabredung treffen fiber die 
Grenzen~ in denen die Weltkoordinaten eingeschlossen sind~ d.h .  
dariiber, welehe Punkte der vierdimensionalen Mannigfaltigkeit wit als 
verschieden anspreahen werden; ohne uns in eine n~ihere Begriindung 
einzulassen, woUen wit voraussetzen, dab die Raumkoordinaten in den 
folgenden Intervallen eingesehlossen sind: x~ im Intervall (0, ~); x~ im 
Intervall (0, u) und x a i m  Intervall (0~ 2~) ;  in bezug auf die Zeit- 
koordinate machen wir vorl~iufig keine besahr~inkende Annahme, sondern 
wollen diese Frage  welter unten betrachten. 

~) Das ds, yon dam vorausgesetzt wird~ dal~ es die Dimension der Zeit hat~ 
L~nge 

bezeiehnen wit durch dr;  dann hat die Konstante u die Dimension Masse 

uncl ist in CGS-Einheiten gleieh 1,87.10--'~L Siehe Laue,  Die Relativit~ts- 
%heorie, Bd. II, S. 185. Braunsehweig 1921. 
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w 2. 1. Aus den Annahmen (C) und (D) folgt, wenn man in den 
Gleichungen (A) i : 1, 2, 3 und k : 4 setzt: 

~'(x,) ~ • , ,) ~ = ~,~ ~ = 0; 

daraus ergeben sieh die zwei Fiille: (1.) / ~ ' ( x ~ ) =  0, /r ist unab- 
h~ingig yon x~, wir wollen diese Welt  als s t a~ iona re  W e l t  be- 
zeiehnen; (2.) R' (x~) nicht : 0, 2]/ hiingt nut yon x~ ab; dies sell 
die n i c h t s t a t i o n ~ i r e  W e l t  heiflen. 

Wit  betraehten znorst die station~re Welt  nnd sehreiben die 
Gleichungen (A) fiir i, k ~--- 1, 2, 3 und aui~erdem i nicht = k bin, 
dann erhalten wir folgendes Formelsystem: 

cotgxl  W-L-- ~ 0, 
~ xl i} x~ r ~ "  2 

~2 M ~ 31 
eotg x1 ~-2- -~ 0, 

~xl ~x3 U;V.$ 

~2M ~ M  
cotgx2 ~--~ ~--- 0. 

~x~0xs 

Die Integration dieser Gleichungen liefert folgenden Aus- 
druek fiir M: 

M = A (xs, x,) sin xl sin x~ + ~ (x2, x,) sin xl -t- C (xD x,), (1) 

we A, B, C willkiirliche Funktionen ihrer Argumente sin& L6sen* 
wir die Gleiehungen (A) nach R~k auf nnd eliminieren aus den noeh 
nicht gebrauehten Gteiehungen die nnbekannte Diehte p 1), so erhalten 
wir, wenn wit fiir M den Ausdruek (1) einsetzen, naeh etwas langen, 
abor ganz elementaren Rechnungen folgende zwei Miigliehkeiten fiir M: 

M = M0 - -  eonst, (2) 

= (a0 x, + B0) cos xl, (3) 

we ~]/o, A0, B e  Konstanten bedeuten. 
Ist ~/ gleich einer Konstanten, so ist die station~ire Welt  die 

Zylinderwelt. Hier ist es vorteilhaft, mit den Gravitationspotentialen 
der Formel (D1) zu operieren; bestimmen wit die Diehte and die 
Gr61]e 2, so wird das bekannte Resultat E i n s t e i n s  erhalten: 

c~ 2 ~ y =  4 ~  R, 

wobei ~[ die Gesamtmasse des Raumes bedeutet. 

1) Die Dich te  Q i s t  bei  uns  elne u n b e k a n n t e  F u n k t i o n  der  W e l t k o o r d i n a t e n  
Xl~ X21 X3~ X d. 
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In dem zweiten m(iglichen Fall, wenn 3/ dureh (3) gegeben ist, 
kommen wit mittels einer vemiinftigen Transformation yon x4 l) zu 
der Kugelwelt  de  S i t t e r s ,  in der ~ f =  eosxl ist; mit  Hilfe yon (D:) 
erhalten wit die Beziehungen de S i t t e r s :  

3c~ 
)~-~- / ~ ,  Q = 0 ,  3 / = 0 .  

Wir  haben also folgendes Ergebnis: d ie  s t a t i o n i i r e  W e l t  i s t  
e n t w e d e r  d ie  E i n s t e i n s e h e Z y l i n d e r w e l t  o d e r  d ie  de  S i t t e r s c h e  
K u g e l w e l t .  

2. Wir  woUen nun die nichtstationiire Welt  betraehten. M ist 
jetzt eine Funktion yon x4; durch entspreehende Wahl  yon x4 kann 
man erreichen (ohne der Allgemeinheit der Betraehtung zu sehaden), 
dal~ 3 / =  1 wird; um an unsere gewShnliehen VorsteUungen anzu- 
kniipfen, geben wir ds ~ eine Form, die (D1) und (D~) analog ist: 

.R~ (x4) (d x~ -4- sin 2 xi d x'~ -~ sin a xl sin~ x2 d x~) -]- d x~. (Ds)  d v ~ ' - -  e2 

Unsere Aufgabe ist nun die Bestimmung R und 0 aus den 
Gleichungen (A). Es ist klar, dal] die Gleichungen (A) mit ver- 
sehiedenen Indizes niehts liefern; die Gleiehungen (A) ftir i = k = 1, 2, 3 
geben eine Beziehung: 

/r 2 B R" ca ~0'+ ~ 4 - ~ - - Z = 0 ,  (4) 

die Gleiehung (A) mit  i = k - - - 4  liefert die Beziehung: 
3 R"-' 3 c~ 1~2 + - ~ - -  Z = ~ ca Q, (5) 

mit d/~ d2 R 
R' --~ und /~" ~--- - -  

dx4 d~'~ 
Da R'  nieht ~--- 0 ist, so gibt die Integration der Gleiehung (4), 

wenn wir noch t fiir x 4 sehreiben, folgende Gle!chnng: 

1 {~R~ ~-~+3-~/~ 
\ c - ~ ]  = B (6) 

we A eine willkiirliche Konstante ist. Aus dieser Gleichung erhalten 
wi r /~  dureh Umkehrung eines elliptischen Integrals, d. h. dutch Auf- 
l(isung naeh R der Gleiehung 

R 

I 1/ +' '  (7) t. = -/,, [ a  - -  x + - ~ c ~  x ~ 

1) Diese Transformation wird dutch die Formel d.~ 4 ~-VAox4-.[-Bodx4 
gegeben. 
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in der B und a Konstanten sind, wobei noeh Riicksicht genommen 
worden mul~ auf die gew6hnli(~hen Bedingungen des Vorzeichen- 
weehsels dot Quadratwurzel. Aus der Gleichung (5) liiflt sich Q bo- 
stimmen zu 3A 

0 = g~"~; (8) 

dureh die Gesamtmasse des Raumes ~"  driickt sich die Konstante A 
folgendermaBen aus : u M" 

A = 6 ~ "  (9) 

Ist M positiv, so wird A such positiv. 
3. Der Betrachtung der nichtstationi~ren Welt  miissen wir die 

Glelchungen (6) und (7) zugrunde legen; dabei ist die GrSi~e ~ nieht 
bestimmt; wir werden annehmen, dal~ sie beliebige Werte haben 

kann. Wi t  bestimmen nun die- 
Y jenigen Werte der Ver~tnder- 

a,5 wurzel der Formel (7) ihr 
Vorzeiehen weehseln kann. Be- o,u 
schriinken wir unsere Betraeh- 

a,~,a~- , \ tung auf positive Kriimmungs- 
radien, so geniigt es, fiir x das 

" Intervall (0, c~) zu betraehten 
"~r~a'/ und in diesem Intervall die 

x Werte yon x, die den Radikan- 
den gleieh 0 oder ~ machen. 
Ein Wef t  yon x, ffir den die 
Quadratwurzel in (7) gleieh 
l~ull wird, isr x ~-- 0; die 
fibrigen Werte von x~ bei denen 
die Quadratwurzel in (7) ihr 
Vorzeichen wechselt, sind dutch 

x a = 0 gegeben. die positiven Wurzeln der Gleiehung A - -  x q- 

Wir bezeiehnen ~ durch y und betraehten in der (x, y-)Ebene die 

Kurvensehar dritten Grades: 
yx~--xq-A = 0. (10) 

A ist bier der Parameter der Schar, der im Intervall (0~ :~) variiert. 
Die Kurven der Sehar (s. Fig.) schneiden die x-Aehse im Punkte 
a~'= A~ y - -  0 und haben ein Maximum im Punkte 

3A 4 
x = - ~ - ,  Y----- 27A 2" 
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Aus der Figur ist ersichtlich, dab fiir negative it die Oleichung 

A - - x  ~--~-~ x 3 ---- 0 eine positive Wurzel xo im Intervall (0, A) be- 
3 c 2 

sitzt. Betrachtet man Xo als Funktion von it und A: 

Xo = 0 (~,, A),  

so finder man, daf  0 eine zunehmende Funktion yon it und eine zu- 

nehmende Funktion yon A ist. Ist it im Intervall 0, - ~  gelegen, 

so hat die Gleiehung zwei positive Wurzeln .co ~ O(it, A) und 

das Intervall (A,- --3~)--- und x~ in das Intervall X'o ~ ~" (it~ A)~ wobei Xo in 
\ 

( ~ - ~ , ~ )  flillt; O (it, A ) i s t  eine zunehmende Funktion wie yon it, S O  

auch yon A, &(~,A) eine abnehmende Funktion yon ~t und A. Ist 
4 c a 

endlich it gr6fer  a l s - ~ - 2 '  so hat die G|eiehung keine positiven 

Wurzeln. 
Wir gehen nun zur Betrachmng der Formel (7) fiber und schieken 

der Betrachtung folgende Bemerkung voraus: es sei fiir t = t 0 der 
Kriimmungsradius gleieh /~o; das Vorzeichen der Quadratwurzel in (7) 
ist f i i r t  ~---t 0 positiv oder negativ, je nachdem, ob ffir t ~ to der 
Kriimmungsradius wiiehst oder abnimmt; indem wir nStigenfalls t 
dureh - - t  ersetzen, kSnnen wir die Quadratwurzel immer positiv 
maehen, d. h. durch Wahl der Zeit 1M~t sich immer erreichen, daf der 
Krfimmungsradius fiir t ~ t0 mit wachsender Zeit zunimmt. 

4 c 2 
4. Wi t  betrachten zuerst den Fall ~ > ~ ~-~, d.h. den Fall, dab 

die Gleichung A - -  x + ~ x  s ---~ 0 keine positiven Wurzeln besitzt. 

Die Gleiehung (7) kann dann so geschrieben werden 

R 

I I V A  '~_ 3~.. a 
t - -  t o = c d.c, (1 1) 

Bo  - -  X X 3 

wobei zufolge unserer Bemerkung, die Quadratwurzel immer positiv 
ist. Daraus folgt, daft R e ine  z u n e h m e n d e  F u n k t i o n  yon  t i s t ;  
der positive Anfangswert Ro ist yon jeder Einschrankung frei. 

Da der Kriimmungsradius nieht kleiner als Null sein daft, so 
muf  er mit abnehmender Zeit t von R 0 an abnehmend im Augen- 
bliek t t den Wert  Null erreiehen. Die Zeit des Anwaehsens yon R 
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yon 0 bis" Ro wollen wir die Ze i t  s e i t  de r  E r s e h a f f u n g  de r  
W e l t  nennenl);  diese Zeit t' ist gegeben durch: 

o 

Die betrachtete Welt  bezeichnen wir als m o n o t o n e  W e l t  
e r s t e r  A r t .  

Die Zeit seit der Ersohaf[ung der (monotonen) Welt  (erster Art), 
betraehtet als Funktion yon Re, A, X, hat folgende Eigensehafton: 
1. sie w~iehst mit waehsendem /~o; 2. sie nimmt ab, wenn A zunimmt, 
d. h. die Masse im Raume vergrel~ert slob; 3. sie nimmt ab, wenn X zu- 

2 
nimmt. Ist A:>-~l:lo, so ist ffir ein beliebiges X die seit dor Er- 

2 
sehaffung der Welt  verflossene Zeit endlich; ist A~-~- /~o,  so kann 

4c~ 
immer ein solcher Wef t  yon 2 --- X 1 ~ ~ - ~  gefunden werden, da~ 

bei Ann~iherung yon Z an diesen Wef t  die Zeit seit der Ersehaffung 
der Welt  unbesehr~inkt zunimmt. 

4 e ~  liegen; dann kann der An- 5. Jetzt sell Z im Intervall 0, 9 A S] 

fangswert des Krfimmungsradius in den Intervallen: (0, x0), (xo, x~), 
(x~, co) liegen. F~llt Re in das Intervall (xo, x~), so ist die Quadrat- 
wurzel in Formel (7) imagin~ir; ein Raum mit dieser Anfang~kriimmung 
ist unmeglich. 

Dem Falle, dab /~o im Intervalle (0, xo) liegt, widmea wit den 
n~ehsten Abschnitt; hier betraehten wir noch den dritten Fall: 
i~ o > x~ oder Re > & (X, A). Durch Betraehtungen, die den vorher- 
gehenden analog sind, l~l~t sich zeigen, da~ R eine z u n e h m e n d e  
F u n k t i o n  de r  Ze i t  ist, wobei ~ mit dem Werte x~ - -  & (X, A) be- 
ginnen kann. Die Zeit, die yon dem Augenblieke, wann R ~ x~ war, 
bis zum Augenblieke, dem R ~ / ~ 0  entsprieht~ verflossen ist, nennen 
wir wieder die Zeit seit der Erschaffung der Welt. Sie sei $,, dann ist 

Diese Welt  nennen wir m o n o t o n e  W e l t  z w e i t e r  Ar t .  

1) Die Zeit seit der :Ersehaffung der Welt ist die Zeit, die verflossen ist 
won dem Augenblicke, als der Raum ein Ptmkt war (t~ ~ 0) bis zum gegen- 
w~rtlgen Zustande (~ ~--Re); diese Zelt dart auch unendlich sein. 
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6. W i r  betrachten nun den Fall ,  r )~ zwischen die Grenzen 
( - -  ~ ,  0) fiillt. Is t  in diesem Falle /~0 ~ Xo ~ O (4, A), so wird die 
Quadratwurzel  in (7) imaginiir, der Raum mit diesem/~o ist unmSglich. 
Is t  R0 < Xo, so ist der betraehtete Fall identisoh mit  dem, den wir im 
vorigen Abschni t t  beiseite gelassen haben. W i r  setzen also voraus, 

4c~ ~ und sei. Dureh be- dab it im Intervall  ~ c r  A2 ] liege Re 3 0 

kannte Erwiigungen 1) kann man nun zeigen, dab R eine periodische 
Funkt ion yon t wird, mit  der  Per iode t~, wir nennen sie die W e l t -  
p e r i o d e ;  t~ ist dtlrch die Formel  gegeben:  

xo 

= ( 1 4 )  

Der Kri immungsradius variiert dabei zwisehen 0 und Xo. W i r  
wollen diese Wel t  die p e r i o d i s e h e  W e l t  nennen. Die Per iode der 
periodisehen Wel t  n immt zu, wenn wir it vergr6Bern~ und strebt 

4, c 2 
gegen  Unendlieh,  wenn it dem Wer te  i~ ~--- 9 A 2 zustrebt. 

Fa r  kleine it wird die Per iode dureh die Anniiherungsformel 

r l A  
t~ - -  (15) 

C 

dargestellt.  
Beziiglieh der periodisehen Wel t  sind zwei Gesiehtspunkte mSglieh: 

z~hlen wir zwei Ereignisse fiir zusammenfallend, wenn ihre Raum- 
koordinaten zusammenfallen und die Differenz der Zeitkoordinaten ein 
ganzes Vielfaches der Per iode  ist, so w~iehst der Kri immungsradius 
you 0 bis x0 and nimmt dann bis zum Wer te  0 ab; die Zeit der 
V~reltexistenz ist endlieh; andererseits, wenn die Zeit zwischen - - c ~  
und ~ co variiert (d. h. wir betraehten zwei Ereignisse nur dann als 
zusammenfallend, wenn nieht nur ihre Raumkoordinaten~ sondern auch 
ihre Weltkoordinaten zusammenfallen),  so kommen wir zu einer wirk- 
| ichen Periodizit~it der Ramnkri immung.  

7. Unsere Kenntnisse sind vollst~indig ungeniigend~ um Zahlen- 
vechnungen auszufiihren und zu entscheiden, welche Wel t  unser Weltal l  

1) Siehe z. B. Weie rs t rass ,  Uber eine Oattung reell periodischer Funktionen. 
Monatsber. d. KSnigl. Akad. d. Wissensch. 1866 und Horn,  Zur Theorie der kleinen 
~ndlichen Schwingungen. ZS. f. Math. und Physik 47, 400, 1902. In unserem 
Falle miissen die Betrach~ungen dieser Autoren zweckentsprechend ver~indert 
werden; indessen wird die Periodizlt~t in unserem Falle durch elementare Be- 
trachtungen festges~ellt. 

Zeitsehrift  fiir  Physik. Bd, X. 2~ 
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ist; es ist ~mSglich; dab das Kausalit~itsproblem and das Prdblem der 
Zentrifugalkraft  diese Fragen beleuchten werden. Es ist noch z~ 
bemerken, dab die ,kosmologisehe" Grille s in unseren Formeln un- 
best immt bleibt, da sie eine fiberz~hlige Konstante in der Aufgabe 
ist; m5glicberweiso k~nnen elektrodynamische Betraehtungen zu ihrer 
Auswertung ffihren. Setzen wir ~ ~---0 und M z 5.1021 Sonnen- 
massen, so wird die Weltperiode v~ der Ordnung 10 Milliarden Jahren. 
Diese Ziffern kSnnen aber gewil] nur als eine Illustration ffir unsere 
Rechnungen gelten. 

P e t r o g r a d ,  29. Mai 1922. 
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B e m e r k u n g  zu  der  ~ t  y o n  A. F r i e d m a n n  ~1) 
,,D-ber d ie  K r i i m m u n g  des  R a u m e s " .  

Yon A. Einstein in Berlin. 

(:Eingegangen am 18. September 1922.) 

Die in der zitierten Arbeit enthaltenen Resultate beziiglich einer 
nichtstationiiren We]t schienen mir verdfiehtig. In der Tat zeigt sich, 
da6 jene gegebene L6sung mit den Feldgleiehungen (A) nicht ver- 
trii~lich ist. Aus jenen  Feldgleiehungen folgt n~imlioh be~kanntlieh, 
da6 die Divergenz des Tensors T~ der Materie verschwindet. Im 
Falle des dutch (C) und (Ds) charakterisierten Ansatzes fiihrt dies 
auf die Beziehung 

~p 
..... = 0 ,  

"welehe zusammen mit (~) die zeitliohe Konstanz des Weltradius /~ 
erfordert. Die Bedeutung der Arbeit besteht also gerade darin, daa 
sic diese Konstanz beweist. 

Be r l in ,  September 1922. 

1) Z8. f. Phys. 10, 877--886, 1922. 

B e r i c h t i g u n g  
zu der Arbei~ 

E, G o 1 d s t e i n ,  U b e r  M a g n e t k a n a l s t r a h l e n  and Isolator- EntladungCn. 

S. 180, Zei le  12 vo u. l ies  f l a sher  stat~ f l a e h e m  
S. 184, ~ 9 V . o .  ~ g e e i g n e t e r e m  stat t  g e e i g n e t e m  
S. 185, ~ 20 v . o .  ~ Z u s t a n d e k e m m e n  der  s tatt  Z u s a m m e n  k o m m e ~ l ~ r ~  
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Notiz  zu der  Arbe i t  y o n  A. F r i e d m a n n  
, ,Ober  die  K r i i m m u n g  des  R a u m e s " .  

Von I .  Einste in  in Berlin. 

(Eingegangen am 31. Mai 1923.) 

Ich habe in einer friiheren Notiz 0 an der gonannten Arbei t  a) 
Kr i t ik  geiibt. Mein Einwand beruhte  aber  - -  wie ich mich auf An- 
regung des Her in  K r u t k o f f  an Hand  eine~ Briefes von Herrn  
F r i e d m a n n  iiberzengt habe - -  auf einem Reehenfehler .  Ich halte 
Herrn  F r i e d m a n n s  Resultate  fiir r iehtig und aufkl~irend. Es zeigt 
sich, dal~ die Feldgleiehungen neben den statisehen dynamische (d. h. 
mi t  der Zeitkoordinate ver~uderliche) zentriseh-symmetrisehe LSsungen 
fiir die Raumst ruk tur  zulassen. 

1) ZS. f. Phys. 11, 326, 1922. 
2) Ebenda 10, 377, 1922. 
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U b e r  d i e  M 6 g l i c h k e i t  e i n e r  W e l t  

m i t  k o n s t a n t e r  n e g a t i v e r  K r i i m m u n g  d e s  R a u m e s .  

Von A. Friedmann in Petersburg. 

(Eingegangen am 7. Januar 1924.) 

w 1. 1. In unserer Notiz ,•ber die Kriimmung des Raumes" 1) 
haben wir diejenigen L6sungen der E ins t e inschen  Weltgleichungen 
betrachtet~ welche zu Welttypen fiihren, denen eine konstante positive 
Ka'iimmung als gemeinsames Merkmal angehSrt; dabel haben wir alle 
mOgliehen F~Ue erOrtert. Die MOglichkeit, aus den Weltgleichungen 
eine Welt konstanter positiver r~umlieher Kriimmung abzuleiten, steht 
aber mit der Frage nach der Endlichkeit des Raumes im Zusammen- 
hange. Aus diesem Grunde diiftte es yon Interesse sein zu unter- 
suchen, ob man aus denselben Weltgleiehungen eine Welt  konstanter 
negativer Kriimmung erhalten kann, yon deren Endliehkeit (auch 
unter einigen erg~nzenden Annahmen) wohl kaum die Rede sein kann. 

In der vorliegenden Notiz wird gezeigt, dab es wirklieh mSglich 
ist, aus den Eins~einschen Weltgleichungen eine Welt  mit konstanter 
negativer Kriimmung des Raumes abzuleiten. Wie in der zitierten 
Arbeit, so haben wir auch hier zwei F~lle zu unterscheiden~ n~m|ich 
1. den Fall einer statiou~ren Welt, deren Kriimmung zeitlich konstaut 
ist, und 2. den Fall einer nichtstation~ren Welt,  deren Kriimmung 
zwar ritumlieh konstant ist, wohl aber im Laufe der Zeit variiert. 
Zwisehen den station~ren Welten konstanter negativer und denjenigen 
konstanter positiver riiumlieher Kriimmung besteht ein wesentlieher 
Unterschied. Die Welten station~rer negativer Kriimmung lasseu 
niimlich keine positive Diehte der Materie zu; dieselbe ist eutweder 
Null oder negativ. Die physikaliseh m6gllehen station~iren Welteu 
(d. h. diejonigen rait nieht negativer Diehte der Materie) finden dem- 
zufolge ihr Analogon in der de Si t te rschen,  nicht aber in der E in -  
s te insehen Welt  s). 

Zum Sehlul~ dieser Notiz werden wit die Frage beriihren, ob 
man iiberhaupt auf Grund der Kriimmung des Raumes iiber dessen 
Endlichkeit oder Unendliehkeit urteilen daft. 

2. Wir wenden uns zu unseren allgemeinen Annahmen~ die wit 
in dieselben zwei Klassen wie in der zitierten Notiz gruppiert denken; 

1) Z~. f. Phys. 10, 377, 1922, Heft6. 
2) Auf die Notwendlgkeit einer besonderen Untersuehung ilber die M~Sglieh- 

keit einer Welt mit negativem Kriimmungsmafle des l~aumes hat reich mein 
Freund Prof. Dr. Tamarkine  aufmerksam gemaeht. 
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dabei behalten wir unsere friiheren Bezeichnungen. Die Annahmen 
der ersten Klasse bestehen darin, dal~ wit als E i n s t e i n s e h e  Welt- 
gleiehungen die Gleichungen (A), (B), (C) der erwahnten Arbeit  zu- 
grunde legen. Die Annahmen der zweiten Klasse werden jetzt yon 
den friiheren versehieden sein. Nehmen wir an, daft eine yon den 
Weltkoordinaten, x4, als Zeitkoordinate bezeichnet werden darf, so 
k6nnen wit (fiir den betrachteten Fall der Welt  mit negativer kon- 
stanter Kriimmung des Raumes) die Annahmen der zweiten Klasse 
dadurch zum Ausdruek bringen, daI] wit fordern, es solle das Intervall 
ds yon der Form: 

ds ~ = R~(dx~ 2 + dx2 ~ + dx3 ~) + 3/2 d x, a (D') 
�9 8 2 

sein, we /~ eine Funktion der Zeit und M eine Funktion aller vier 
Weltkoordinaten bedeutet. Die konstante negative Krfimmung des 

unserer Welt  ist dabei proportional - - ~  1). Raumes 

Beaehten wir, daft ffir unsere Welt  ds 2 eine indefinite Form ist, 
so k6nnen wit, unter Anderung der Bezeichnungen, die Formel (D') 
folgendermaflen umsehreiben: 

t ~  (dx, 2 -{- dx2 ~ + dxs ~) + .M~dx, ~. (D") 

Selbstverstiindlich bleibt die riiamliehe Krfimmung unserer Welt  
1 

negativ und proportional - - / ~ .  

Das Problem, das uns vorliegt, besteht in der Auffindung zweier 
Funkfionen 2~ and M, welche den E in s t e in seh en  Weltgleiehungen, 
d.h.  den Gleiehungen (A), (B) und ( C ) d e r  erwiihnten Notiz ge- 
ntigen sollen. 

Setzen wir in (A) i = 1, 2, 3, k : 4, so erhalten wir die folgen- 
den drei Gleiehungen: 

Diese Gleiehungen zeigen, dab die betrachteten Welten zu einem der 
beiden Typen geh6ren k6nnen: 

1. Typus. Stationiire Welten, / ~ ' =  0, /~ ist zeitlich konstant. 
2. Typus. Niehtstationiire Welten, I~' :]: 0, M hiingt nar yon der 

Zeit ab. 

1) Beziiglich des Linienelements ds ~ siehe z.B. Bianchi,  Lezioui di geo- 
metria differenziale 1, 345. 
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Wit  betraehten zun~tchst don Fall der station~ren Welt;  der Fall 
der niehtstation~ren Welt bietet eine grofle /~hnlichkeit mit dem dor 
nichtstation~iren Welt konstanter positiver rAumlioher Krfimmung; aus 
diesem Grunde werden wir diesen zweiten Fall nur ganz kurz be- 
handeln. 

w 2. 1. Die Gleiehungen (A) liefern fiir die Indizes i, k = i, 2, 3: 

~ M 
x~ ~ x~ 

~2M 1 ~31 ~2M 1 ~M 
+ - - 0 ,  - -  . . . .  + .  _ 0 .  

1) x2 ~ xa x8 O x2 ~ x~ ~ x3 x3 ~ xl 

Die Integration dieser Gleiehungen ergibt: 

M = V ( x ,  ~,) + Q(x~,~,) + L(x~,x,), (1) 
~a 

we P,  Q und L zun~ehst willkfirliehe Fnnktionen ihrer Argu- 
monte sin& 

Zur Bestimmung yon P, Q und L dienen uns die Gleiohungen 
(A), we man i,k---~ 1,2,3 zu setzen hat. 

Die Reehnung ergibt: 

1 (W~/ 0~M~ 1--ZR 2 

M _ ~ x ~  + ~ x j l -  x8 2 ' 
(2) 

- -  M ~ + 0x~2 / + xs 21I ~x3 x3 ~ 

Subtrahiert man die erste Gleiehung dieses Systems yon der zweiten, 
so kommt: 

Daraus folgt : 
v _-- , ( x , ) x ~  + a~ (x,) + b, (~,), / 
Q = ntx,)x~ + ~ ( x , )  + ~ (x,). I (3) 

Beachtet man (1) und (3), so laflt sieh die letzte der Gleiehungen 
(2) in der Form: 

3 - - I R ~  4n  1 - - Z R  ~ 2 ~L  
. . . . .  (P + Q) : -- + (4) 

X3 s x~ x3 ~ X~ ~ x s 

sehroiben. Falls also P + Q eine der Gr6Ben x~ oder x~ wirklich 
enthMt, d.h. falls einer der Koeffizienten n, oh, au yon Null ver- 
schieden ist, mug der Faktor yon P + Q in der Gleiehung (4) vet- 
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schwinden; die reehte Seite diesor Gleichung hiingt n~mlieh weder 
von xl noch yon x~ ab. Der Fall, dab allo drei GrSfen n, al, a2 ver- 
schwinden, muB gesondert betraehtet werden. 

Im Falle, dab die GrSfen n, al, a2 nicht alle drei verschwinden, 
muB also zwischen s und der Krfimmung dos l~aumes die Relation: 

~ s  = 3 (5) 
bestehen. 

Beachtet man G1. (5), so reduzieren sich die Gleichungen (2) 
auf eine einzige Gleichung, welehe die Funktion L bestimmt, namlieh: 

~ L  L ~_ 2n. (6 )  
~ + ~8 

2. Im folgendcn miissen wir zwei F~ille unterseheiden: 1. n =r 0, 
2. n = 0. Im  ersten Fallc zeigen uns die Formeln (D'), (1) und (3), 
daft die GrSBe n ohne Einschr~inkung der Allgemeinheit gleich 1 an- 
genommen werden darf;  man kann n~mlieh dutch eine passende Sub- 
stitution xa = r immer erreichen, daft n = 1 wird. Beachten 
wit dies, so ergibt GI. (6): 

L -  Lo(x,) + x~. (7) 
Z8 

Um p zu bestimmen, setzen wir in den Gleichungen (A) i --- k = 4; 
eine einfaehe Reehnung zeigt, dab in unserem Falle 0 gleich Null 
wird. Der erste Fall wird also dureh die verschwindende Diohte der 
Materie und dureh das Intervall: 

R2 
ds~ ~ -  - -  (dxl  ~ + dx2 2 + dx3 ~) Z32 

+ ( ~12 +X22 + a1(24)21 + "2(~4)x2 + " '  (z4) + x32)2dx42 (D1) 
z 3 

eharakterisiert. 
Gehen wit zmn zweiton Falle (n ~---0) tiber, so finden wir fiir 

JL die Gleichung: 

L = L0(x,). (S) 
X8 

Aueh in diesem Falle ergibt die Reehnung ftir q den Wef t  l~ull. 
Somit eharakterisiert sieh der zweite Fall ebenfalls dureh die ver- 
schwindende Dichte der Materie und durch das Intervall: 

ds~ _~ - R ( dxl~ + dx  2 + dxs~) + [a~(x,)xl+a~(x,)x2+as(x4)rdx~.  (D',) 
Z s Z8 

Wir betrachten endlieh den Tall, daI~ alle drei Koeffizienten 
n,a~,a2 verschwinden, so daf  M von x~ und x2 nicht abhangt. 

Zettsohrift ftir Phymk. Bd. XXI. 2~ 
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Bei der Integration der Gl. (2) s t o ~ n  wir wiederum auf 

zwei F~lle: �9 M0 (x4) 
1 . ~  ~ = 3, ~ = - ,  

x3 
2. ~ /~  = 1, M = M(x~), 

we •o und M willkiirliehe Funktionen ihrer Argumente sind. 
Der ers te  Fail erweist sich als ein Spezialfall des dureh die 

Formel (D~) bestimmten Intervalls; eine leichte Reehnung zeigt, daI~ 
die Dichto (~ der Materie hier versehwindet. 

D e r  z w e i t e  F a l l 1 ) f i i h r t ,  wie man sich leicht iiberzeugt, zu 
einer yon I~ull versohiedenen Dichte der Materie. Um zu entseheiden, 
ob hier die Diehte positiv oder negativ ausftillt, miissen wir diejenige 
Form des Intervalls heranziehen, welehe einer indefiniten quadrati- 
sehen Form entsprieht und durch die Formel (D") ausgedrtickt wird. 
Rechnet man mit den Gravitationspotentialen der Formel (D"), so 
findet man, dab im betrachteten FaUe ~]~ eine Funktion yon x~ allein 
ist; folglich kSnnen wir, ohne der Allgemeinheit zu sehaden, M = 1 
setzen [dazu braucht man nur statt x~ die K0ordinate x4 ~ q~(x~) 
einzufiihren]. Bereehnet man unter dieser Voraussetzung die Diehte (~, 
so finder man: 

c ~ 2 
~t --- - - - - -  Q - -  

B~'  ~B~ ~ 
~ dxl 2 + d x ~  + dx~  

d O - -  c2 x3" + d x,S. (D"~) 

Dieser Fall ergibt also fiir ~ einen negativen Wert,  
Zusammenfassend kSnnen wir sagen, dab die  s t a t i o n a r e  W e l t  

m i t  k o n s t a n t e r  n e g a t i v e r  K r i i m m u n g  des  R a u m e s  nur  be i  
v e r s e h w i n d e n d e r  odo r  n e g a t i v e r  I ) i e h t e  de r  M a t e r i e  m/~gl ieh 
i s t ;  das  d i e s e r  W e l t  e n t s p r e c h e n d e  I n t e r v a l l  w i r d  d u t c h  d ie  
o b e n  a n g e f i i h r t e n  F o r m e l n  (D~), (D~) and (D~') a u s g e d r i i e k t .  

3. Wir  wenden uns nun zum Fall der niehtstationaren Welt. Wir  
bemerken zunSehst, dab hier M eine Funktion yon x~ allein ist; die 
yon uns mehrmals gebrauchten Erw~gungen zeigen, daft man ~ der 
Einheit gleieh annehmen darf. Unter  den genannten Voraussetzungen 
finden wir ohne Miihe, dal~ die Gleiehungen (A) fiir i - - - 1 , 2 , 3 ;  
k ~---4; und fiir /,/~---~ 1~2,3 yon selbst erffillt sin& Setzen wir 
hierin i - - - - - k - - - 1 , 2 , 3 ,  so erhalten wit die zur Bestimmung der 
Funktion :R(x4) dienende Diiferentialgleichung zweiter Ordnung, 
niimlieh: B '~ 2 R R '~ 1 

tt~ + /~  + R-~ ). --- 0. (9) 

~) Auf die ]K5glichkeit dieses Falles hat reich Dr. W. Fock aufmerksam 
gemacht. 
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Diese Gleichung ist vSllig analog unserer friiheren Gleichung 
[G1. (4) der zitierten Notiz]; die letztere geht genau in G1. (9) fiber, 
wenn man deft  c ~ 1 setzt. Wir  kSnnen also die ganze Diskussion 
der G1. (4), 1. c., auf die soeben hingeschriebene Gleiehung iibertragen. 
Demgem~l~ wollen wir darauf nicht eingehen, sondern bereehnen nur 
die Diehte der Materie 0 fiir die nichtstation~re Welt. 

Schreiben wir ffir den Fall der niehtstation~iren Welt  das Intervall 
in tier Form (D"), so erhalten wit fiir R die Differentialgleiehung: 

R '2 2/~/~" c~ 
R~ + B2 1t2 it = 0. 

Die Integration dieser Gleiehung liefert uns die Bez iehung :  

it R3 
R,2 A + R + 3-~ 
c 2 R 

we A eine willkiirliehe Konstante ist. Berechnet man die Diehte O~ 

so ergibt sieh : 3 A 
q ---- ~R ~ .  (10) 

Die Formel (10) zeigt, dab ffir ein positives A die Diehte der Materie 
ebenfalls positiv ist. 

Daraus folgt d ie  M 6 g l i e h k e i t  de r  n i e h t s t a t i o n ~ r e n  W e l t e n  
m i t  k o n s t a n t e r  n e g a t i v e r  K r i i m m u n g  des  R a u m e s  und  m i t  
p o s i t i v e r  D i o h t e  dor  Ma t e r i e .  

w 3. 1. Wir  wenden uns zur Diskussion der physikalisehen Be- 
deutung des in den vorhergehenden Paragraphen erhaltenen Resultats. 
Wir  haben uns fiberzeugt, da$ die E i n s t e i n s e h e n  Weltgleiehungen 
LSsungen besitzen, die einer Welt  mit konstanter negativer Krfimmung 
des Raumes entspreehen. Diese Tatsaehe weist darauf hin, dal~ die 
Weltgleichungen allein genommen noch nicht hinreichen~ um die 
Frage naeh der Endlichkeit unserer Welt  zu entseheiden. Die Kenntnis 
der Krfimmung des Raumes gibt uns noch keinen unmittelbaren 
Hin~veis auf dessen Endliehkeit oder Unendliehkeit. Um zu einem 
bestimmten Sehlul~ fiber die Eudliehkeit des Raumes zu gelangen, 
bedarf man einiger erg~nzender Verabredungen. In der Tat  be- 
zeichnen wir einen Raum als endlich, wenn der Abstand zweier be- 
liebiger nicht zusammenfallender Punkte dieses Raumes eine gewisse 
konstante Zahl nicht fibersehreitet, was ftir Punktepaare wir auch 
nehmen mOgen. Folglieh miissen wir, bevor wir das Problem der 
Endlichkeit des Raumes angreifen, uns noch verabreden, welehe Punkte 
dieses Raumes wir als versehieden ansehen. Fassen wir z.B. eine 
Kugel als eine Fl~tehe des dreidimensionalen euklidischen Raumes 



332 A. Friedmann, Uber die MSglichkeit einer Welt usw. 

auf, so z~hlen wir die Punkte, die auf demselben Breitenkreise liegen 
und deren L~ngen gerade um 3600 verschieden is L als zusammen- 
fallend; h~itten wir dagegen diese Punkte als verschieden betraehtet, 
so wiirden wir eine mehrbllitterige sl0h~trische Fl~che im euklidisehen 
Raume erhalten. Der Abstand beliebiger zweier I)unkte auf einer 
Kugel fibertrifft nicht eine endliche Zahl; wenn wit jedoeh diese 
Kugel als eine unendlieh-vielbl~tterige Fl~ehe auffassen, kSnnen wit 
(indem wit auf gehSrige Weise die Punkte versehiedenen Bl~ttern 
zuordnen) diesen Abstand beliebig grofl maehen. Daraus erhellt~ dal~ 
man, ehe man in die Betraehtungen fiber die Endlichkeit des Raumes 
eingehL pr~izisieren muff, welche Punkte als zusammenfallend und 
welehe als verschieden angesehen warden. 

2. Als Kriterium ffir die Versehiedenheit der Punkte kSnnte 
unter anderem das Prinzip der ,Phantomenangst ~ dienen. Wir  
meinen darunter das Axiom~ man kSnne zwisehen je zwei verschiedenen 
Punkten nut eine gerade (geodatische) Linie ffihren. Nimmt man 
dies Prinzip an, so darf man zwei Punkte, welehe dutch mehr als 
eine gerade Linie verbunden werden kSnnen, nicht ffir versehieden 
halten. Diesem Prinzip zufolge sind z.B. die zwei Endpunkte des- 
selben Durehmessers einer Sphere nieht voneinander versehieden. 
Selbstverst~indlieh sehlieBt dieses Prinzip die MSgliehkeit der Phan- 
tome aus, denn das Phantom erscheint im selben Punkte wie das 
ihn erzeugende BUd selbst. 

Die soeben besproehene Formulierung des Begriffs yon den zu- 
sammenfallenden und nieht zusammenfallenden Pnnkten kann wohl 
zur Vorstellung ffihren, daft die R~ume mit positiver konstanter 
Krfimmung endlieh sind. Jedoeh ermSglieht uns das erw~hnte 
Krlterium nieht, auf die Endliehkeit der R~ume negativer konstanter 
KAimmung zu sehliel~en. Dies ist der Grund daffir, d a~  unserer 
Meinung naeh~ E i n s t e i n s  Weltgleichungen ohne erg~nzende An- 
nahmen noch nicht hinreichen, um einen Schlul~ fiber die Endliehkeit 
unserer Welt zu ziehen. 

St. P e t e r s b u r g ,  November 1923. 

B e r i c h t i g u n g  
zu der Arbeit: G.P. Woronkoff  und G.J. Pokrowski,  Uber die selektive 

Reflexion des Lichtes an diffus reflektierenden KSrpernl). 
S. 364, Fig. 10. Neben die Kurve II ist zu setzen e; die punktierte Gerade bezieht 

sigh auf Alexaudritpapier. 
S. 369, Fig. 11. Die Kurven bezlehen sich auf Rhodamin B (auf Alexandritpapier), 

links fiir ~ = 550 m/~, rechts fiir ~ = 650 mf~. 

1) ZS. f. Phys. 20, 358--870, 1923. 


	Inhalt
	Über die Krümmung des Raumes
	Bemerkung von Albert Einstein
	Notiz von Albert Einstein
	Über die Möglichkeit einer Welt mit konstanter negativer Kriimmung des Raumes



