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Die Grundlagen der Physik.
(Erste Mitteilung.)

Von
Pavid Hilbert.

Vorgelegt in der Sitzung vom 20. November 1915.

Die gewaltigen Problemstellungen von Einstein') sowie
dessen scharfsinnige zu ibrer Losung ersomnenen Methoden und
die tiefgreifenden Gedanken und originellen Begriffsbildungen, ver-
moge derer Mie?) seine Elektrodynamik aufbaut, haben der Unter-
suchung iiber die Grundlagen der Physik neue Wege erdffnet.

Ich mochte im Folgenden — im Sinne der axiomatischen Me-
thode — wesentlich aus zwei einfachen Axiomen ein neues System
von Grundgleichungen der Physik aufstellen, die von idealer Schin-
heit sind, und in denen, wie ich glaube, die Losang der Probleme
von Einstein und Mie gleichzeitig enthalten ist. Die ge-
nauere Ausfithrung sowie vor Allem die spezielle Anwendang meiner
Grundgleichungen auf die fundamentalen Fragen der Elektrizitits-
lehre behalte ich spiteren Mitteilungen vor.

Es seien w, (s = 1, 2, 8, 4) irgendwelche die Weltpunkte wesent-
lich eindeutig benennende Koordinaten, die sogenannten Weltpara-
meter (allgemeinste Raum-Zeit-Koordinaten). Die das Geschehen
in w, charakterisierenden GrioBen seien: )

1) die zebn zuerst von Einstein eingefithrten Gravitations-
potentiale g,, (g, » = 1,2, 3,4) mit symmetrischem Tensorcharakter
gegeniiber einer beliebigen Transformation der Weltparameter w,;

2) die vier elektrodynamischen Potentiale ¢, mit Vektor-
charakter im selben Sinne.

1) Sitzungsber. d. Berliner Akad. 1914 S. 1030, 1915 S. 778, 799, 831, 844,
2) Ann. d. Phys. 1912, Bd. 37 S. 511, Bd. 89 S. 1, 1913, Bd. 40 S. L
Kgl. Ges. & Wiss, Nachrichten. Math-phys. Klasse. 1915. Hefs 3. 27



396 David Hilbert,

Das physikalische Geschehen ist nicht willkiirlich, es gelten
vielmehr folgende zwei Axiome:

Axiom I (Mie’s Axiom von der Weltfunktion)): Das Gesetz
des physikalischen Geschehens bestimmt sich durch eine Weltfunktion
H, die folgende Argumente enthdlt :

— 99w _ 99w
(1) gmu g,uvl - aw‘ ’ ulk T W:
99,
@) & 0 = qu‘l‘, 0,k =1,234)

und zwar mufl die Variation des Integrals

fH\/Edro

(g = ;gpvf’ do = dwxdwzdwadwa)

fiir jedes der 14 Potentiale g,,, 9, verschwinden.
An Stelle der Argumente (1) konnen offenbar auch die Argu-
mente
agpv W &? g’w
g - L—
(3) g, % awl y In 0’8045610‘

treten, wobei ¢g** die durch g dividierte Unterdeterminante der
Determinante g in Bezug auf ihr Element g,, bedeutet.

Axiom II (Axiom von der allgemeinen Invarianz?): Die
Weltfunktion H ist eine Invariante gegeniiber einer beliebigen Trans-
formation der Weltparameter w,.

Axiom IT ist der einfachste mathematische Ausdruck fiir die
Forderung, da8 die Verkettung der Potentiale g,,, g, an und fiir
sich vollig unabhiingig ist von der Art, wie man die Weltpunkte
darch Weltparameter benennen will.

Das Leitmotiv fiir den Aufbaa meiner Theorie liefert der fol-
gende mathematische Satz, dessen Beweis ich an einer anderen
Stelle darlegen werde.

1) Mie's Weltfunktionen enthalten nicht genau diese Argumente; insbe-
sondere geht der Gebrauch der Argumente (2) auf Born zurick;' es ist jedoch
gerade die Einfihrung und Verwendung einer solchen Weltfunktion im Hamilton-
schen Prinzip das Charakteristische der Mie'schen Elektirodynamik.

2) Die Forderung der orthogonalen Invarianz hat bereits Mie gestelit. In
dem oben aufgestellten Axiom II findet der Einsteinsche fundamentale Grund-
gedanke der allgemeinen Invarianz den einfachsten Ausdruck, wennschon bei Ein-
stein das Hamiltonsche Prinzip nur eine Nebenrolle spielt und seine Funktionen
H keineswegs allgemeine Invarianten sind, auch die elektrischen Potentiale nicht
enthalten.
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Theorem I. Ist J eine Invariante bei beliebiger Transformation
der vier Weltparameter, welche # Griofien und ihre Ableitungen
enthilt, und bildet man dann aus

8fJVgdo =0

in Bezng auf jene # Groflen die » Lagrangeschen Variations-
gleichungen, so sind in diesem invarianten System von # Diffe-
rentialgleichungen fiir die » Groflen stets vier eine Folge der n— 4
iibrigen — in dem Sinne, daB zwischen den # Differentialgleichungen
und ihren totalen Ableitungen stets vier lineare, von einander un-
abhingige Kombinationen identisch erfiillt sind.

Beziiglich der Differentialquotienten nach ¢*, g, gi, wie sie
in (4) und nachfolgenden Formeln auftreten, sei ein fiir allemal
bemerkt, daf wegen der Symmetrie in g, » einerseits und %, !
andererseits die Differentialquotienten nach ¢g*’, gi” mit 1 bezw. &
multipliziert zu nehmen sind, jenachdem p = » bezw. u 4 » aus-
fallt, ferner die Differentialquotienten nach g’ mit 1 bezw. § bezw.
1 multipliziert zu nehmen sind, jenachdem g = » und % =1 bezw.
p=vund k4loder yfrvund%=17bezw. pfvund & §7

ausfillt.
Aus Axiom I folgen zuniichst beziiglich der zehn Gravitations-

potentiale g** die zehn Lagrangeschen Differentialgleichungen

Ng H 0 oNgH 8 oVgH _ _
(4) 6g.uv —'% awk agzv +% awk awl ag;:lv - O? (4"7”'—12273’4)
und sodann beziiglich der vier elektrodynamischen Potentiale g,

die vier Lagrangeschen Differentialgleichungen

Ng H 8 o\gH _
(5) aqk - < awk aqhk - 0’ (h - 15 21 3’ 4)'

Der Kiirze halber bezeichnen wir die linken Seiten der Glei-
chungen (4), (8) bez. mit

Vo Hl.,, [VgH

Die Gleichungen (4) mdgen die Grundgleichungen der Gravi-
tation, die Gleichungen (5) die elektrodynamischen Grundgleichungen
oder die verallgemeinerten Maxwellschen Gleichungen heifen. In-
folge des oben aunfgestellten Theorems konuen die vier Gleichungen
(5) als eine Folge der Gleichungen (4) angeseben werden, d. h. wir
kénnen unmittelbar wegen jenes mathematischen Satzes die Be-
hauptung aussprechen, daf in dem bezeichmeten Sinne die elekiro-
dynamischen Erscheinungen Wirkungen der Gravitation sind. In dieser

27*
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Erkenntnis erblicke ich die einfache und sehr {iberraschende Lisung
des Problems von Riemann, der als der Erste theoretisch nach
dem Zusammenbang zwischen Gravitation und Licht gesucht hat.

Im folgenden benutzen wir die leicht beweisbare Tatsache,
daB, wenn p’ (j=1,2,3,4) einen willkiirlichen kontravari-
anten Vektor bedeutet, der Ausdruck

v 3 o apj
= (9P — 9" pi— 9" 1), (:= aw,)

einen symmetrischen kontravarianten Tensor und der Ausdruck
P = X (2d"+¢:27)
§

einen kovarianten Vektor darstellt.

Des Weiteren stellen wir zwei mathematische Theoreme auf,
die wie folgt lauten:

Theorem 1I. Wenn J eine von ¢, gi*, 9%, g,, 45 abhingige
Invariante ist, so gilt stets identisch in allen Argumenten und fiir
jeden willkiirlichen kontravarianten Vektor p°

o ., 8J oJ
“’g (@9M 9+ 3gi I+ g g")
8 )
——Adg,) = 0
+E(6qs 5 T

dabei ist
49" = (9" P+ 9" )
m

uv

) o4
Ag” = ‘“29«1& +—*5;%":
ﬁdgﬂv
uy o uy m ¥ ,.m y-v
4g, = — 2 qn05,
m

04,
ow, °

M = — D dom i +
mn
Dieses Theorem IT it sich auch folgendermaBen aunssprechen:
Wenn J eine Invariante und p° ein willkiirlicher Vektor wie
vorhin ist, so gilt die Identitit

(6) zew‘p ——PJ!
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dabei ist
P = P+ P,

d ) é
Py= 3 (0ot B ot )
7, wzlk P og7 o 9y} P o9

(6 0
P, = Z(ny+ -——)
¢ l,zk & 9q; Pu u

gesetzt und es gelten die Abkiirzungen:

w _ O, Op” _ 5n
Pp: = awki B awkawlﬂ plk"‘;}—uz‘

Der Beweis von (6) ergibt sich leicht; denn diese Identitdt
ist offenbar richtig, wenn p° ein konstanter Vektor ist und daraus
folgt sie wegen ihrer Invarianz allgemein.

Theorem ITI. Wenn J eine nur von den ¢*” und deren Ab-
leitungen abhiingige Invariante ist, und, wie oben, die Variations-
ableitungen von \lg J beziiglich ¢** mit [\/g J]“, bezeichnet werden,
so stellt der Ausdruck — unter 2’ irgend einen kontravarianten
Tensor verstanden —

1
— 2 Vg J]a "
g9 u,v

eine Invariante dar; setzen wir in dieser Summe an Stelle von
Rk den besonderen Tensor p** ein und schreiben

S Vo Tl » = 36,7+ m),
(2% s,
wo alsdann die Ausdriicke
is = E[VEJ]}H ‘v’
o, v

i =—2%[Vy I, 9"
w
lediglich von den ¢g*” und deren Ableitungen abhingen, so ist
. o
(7) % = % :

ow,

in der Weise, daB diese Gleichung identisch fiir alle Argumente,
némlich die ¢** und deren Ableitungen, erfiillt ist.
Zum Beweise betrachten wir das Integral

ST Vgde, do = dw,dw,dw,dw,
das fiber ein endliches Sttick der vierdimensionalen Welt zu er
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strecken ist. Ferner soll »* ein Vektor sein, der nebst seinen Ab-
leitungen auf der dreidimensionalen Oberfliche jenes Weltstiickes
verschwindet. Wegen P = P, folgt aus der letzten Formel der
nichsten Seite

Vg Ip°

Pg(VEJ)—“Z ow, '

8
dies ergibt
JP,(JVg)dw = 0
und wegen der Bildungsweise der Lagrangeschen Ableitung ist
demnach auch

f P,, Vg 7). 2 do = 0.

Die Einfihrung von i, & in diese Identitit zeigt schlieflich, da8

ot N L.
f(; awt———zs)p do = 0

ond daher auch die Behauptung unseres Theorems richtig ist.
Das wichtigste Ziel ist nunmehr die Aufstellung des Begriffes
der Energie und die Herleitung des Energiesatzes allein auf Grund
der beiden Axiome I und II.
Dazu bilden wir zunidchst:

- NgH . V9 H .\, NgH .
£V ) —MZ( o= P o Wt o ).

ein gemischter Tensor vierter Ordnung und daher

5]
Nan ist — Era
wird, wenn man

T 2({709} pev+{k9} peﬂ)

{fol = 520 Gt s

setzt, der Ausdruck
oH

8 = B oA
® @ “’%k Py

ein kontragredienter Vektor.
Bilden wir daher den Ausdruck

B0 -3 2%
80 enthdlt derselbe die zweiten Ableztnagen vy nicht mehr und
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hat daher die Gestalt

Vg 2 (B p*” + B, 24"
o,k

2( _9 0H _ oH {ly}__ oH {lu})
gi” 0w, dgy  Og% le) 99 le
wiedernm ein gemischter Tensor ist.

Nunmehr bilden wir den Vektor
©) V= 3 BlLp”

2,
und erhalten dann
— Ng (@ + b —
10  RMgm-sME) _ sga),m
3 w, v

worin

Andererseits bilden wir

P,(VgH) = %(6\/9-3 2t GVEH%:);

9, 095
., OH
dann ist b0 em Tensor und der Ausdruck
Kt
0H
11 &= S
@ T

stellt daher einen kontragredienten Vektor dar. Entsprechend,
wie oben, wird

(12) P07 H) - 2""9” - SV Hn

Berticksichtigen wir nan die Grundgleichungen (4) and (8), so
folgt durch Addition von (10) und (12):

P(VpB) = 3 M EEV L)

0w,

Naun ist

P(VgH) = V”PH+H§: a;’f,

— Vi NG
- VgPH+H§(0w, 7'+ V)
und vermdge der Identitdt (6) daher
— < OH 9 , Vg Hy*
P(VEH) == WEW"’*‘HE(‘@%E’?’*’VIE%) = W p
g (] 8§ 2 8

‘
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Somit erhalten wir schlieflich die invariante Gleichung

0

Jetzt beriicksichtigen wir da
o _oH
0gn 9y
ein schiefsymmetrischer kontravarianter Tensor ist; infolgedessen
wird
1 d o\V\gH o\gH
)  r— s S OE NiH) |

2V ks, 0w Oy, 04,

ein kontravarianter Vektor und zwar erfiillt derselbe offenbar die
Identitit
g & — 0.

; ow,
Definieren wir nunmehr
(14) ¢ = Hf—d—-¥—-Jd—-d&

als den Energievektor, soist der Energicvektor ein Lontravarianter
Veltor, der noch von dem willkiirlichen Vektor p° linear abhingt und
tdentisch fiir jede Wahl dieses Velktors p* die invariante Energie-

gleichung
o\ é
=0
1 aw,

erfillt.

Was die Weltfunktion H betrifft, so sind, damit ihre Wahl
eindentig wird, noch weitere Axiome erforderlich. Sollen die
Gravitationsgleichungen nur zweite Ableitungen der Potentiale
g* enthalten, so muB H die Gestalt haben

H=K+L

wo K die aus dem Riemannschen Tensor entspringende Invariante
(Kriimmung der vierdimensionalen Mannigfaltigkeit)

K = P g“”lfm,

& = - -
bedeutet und L nur von ¢, g, ¢, ¢4 abhingt. Endlich machen

wir im folgenden noch die vereinfachende Annahme, da8 L nicht
die gi enthilt.
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Wir wenden alsdann Theorem IT auf die Invariante L an und
erhalten

15) 3 o) - S g

w, v,

oL

> 3, 425

oL R
= 3 5 o PP+ G 07 + 4n 25) = O.
92

s k,m

Das Nullsetzen des Koeffizienten von pj; linker Hand liefert die

Gleichung
oL oL )
e T ol = 0
(fm + g ) 1=
oder
oL L
16 e = 0
(16) 9q  0g ’

d. h. die Ableitungen der elektrodynamischen Potentiale g, treten
nur in den Verbindungen

My = 4o~ s
auf. Damit erkennen wir, daf bei unseren Annahmen die Inva-

riante L aufler den Potentialen ¢*’, ¢, lediglich von den Kompo-
nenten des schiefsymmetrischen invarianten Tensors

M = (M) = Rot ()

d. h. des sogenannten elektromagnetischen Sechservektors abhingt.
Dieses Resultat, durch welches erst der Charakter der Maxwellschen
Gleichungen bedingt ist, ergibt sich hier wesentlich als Folge der
allgemeinen Invarianz, olso auf Grund von Axiom II.

Setzen wir in der Identitit (15) den Koeffizienten von p,
linker Hand gleich Null, so erhalten wir mit Benutzung von (16)

um_ aL _

17 22 6g’“’ Erd A 2 6% M, =0 (=1234).

Diese Glexchnng gestattet eine wichtige Umformung der elektro-

magnetischen Energie, d.h. des von L herriihrenden Theiles des

Energievektors. Dieser Teil ergibt sich nimlich aus (11), (13),
(14) wie folgt:

(< OL o [(VgL oVgL }
L *q..
‘p zaq B 2\/‘§awk{( 0y )pg
Wegen (16) und mit Beriicksichtigung von (5) wird dieser Aus-
druck gleich
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oL oL
a8 5 (Lot~ 53 Mam 50

Po=o 14 2=1)
d. h. wegen (17) gleich
(19) ~ 2 WL

Wegen der im folgenden entwickelten Formeln (21) ersehen
wir hieraus insbesondere, da8 die elektromagmetische Energie und
mithin auch der totale Energievektor ¢ sich allein durch K aus-
driicken 148t, so daf nur die ¢*” und deren Ableitungen, nicht aber
die g, und deren Ableitungen darin auftreten. Wenn man in dem
Ausdrucke (18) zur Grenze fiir

9w =0, (wF9)
G =1

iibergeht, so stimmt derselbe genau mit demjenigen iiberein, den
Mie in seiner Elektrodynamik aufgestellt hat: der Mie’sche
elektromagnetische Energietensor ist also mnichts
anderes als der durch Differentiation der Invariante
L nach den Gravitationspotentialen ¢g* entstehende
allgemein invariante Tensor beim Ubergang zu jener
Grenze — ein Umstand, der mich zum ersten Mal auf den not-
wendigen engen Zusammenhang zwischen der Einsteinschen all-
gemeinen Relativitdtstheorie und der Mie’schen Elektrodynamik
hingewiesen und mir die Uberzengung von der Richtigkeit der
hier entwickelten Theorie gegeben hat.
Es bleibt noch iibrig, bei der Annahme

(20) H=K+1,

direkt zu zeigen, wie die oben aufgestellten verallgemeinerten
Maxwellschen Gleichungen (5) eine Folge der Gravitationsgleichungen
(4) in dem oben angegebenen Sinne sind.

Unter Verwendung der vorhin eingefiihrten Bezeichnungsweise
fiir die Variationsableitungen beziiglich der ¢g** erhalten die Gravi-
tationsgleichungen wegen (20) die Gestalt

Ng L
Das erste Gled linker Hand wird

[VQ—KL, = V\—q_(K,m - % Kgp}s
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wie leicht ohne Rechnung aus der Tatsache folgt, daf X, aufler
4.~ der einzige Tensor zweiter Ordnung und K die einzige Inva-
riante ist, die nur mit den ¢g** und deren ersten und zweiten
Differentialquotienten g¢}”, g gebildet werden kann.

Die so zu Stande kommenden Differentialgleichungen der Gra-
vitation sind, wie mir scheint, mit der von Einstein in seinen
spiteren Abhandlungen?') aufgestellten groBziigigen Theorie der
allgemeinen Relativitit im Einklang.

Bezeichnen wir ferner allgemein wie oben die Variations-
ableitangen von \g J beziiglich des elektrodynamischen Potentials
¢, mit . V__ v_

~ o Vgd 3 aVgJ

[Vg J]h _ agk % aw]‘ aghk H
so erhalten die elektrodynamischen Grundgleichungen wegen (20)
die Gestalt
@2) [Vg L], = o.
Da nun X eine lediglich von g** und deren Ableitungen abhingige
Invariante ist, so gilt nach Theorem IIT identisch die Gleichung
(7), worin

(23) i, = Ev Vo KL.o%

and &,

(24) ii = "'2% [\@—Klusyﬂa (L"’ =1,2,3,4)
ist.

Wegen (21) und (24) ist (19) gleich —-—\—}:z“,“. Darch Diffe-

rentiation nach w, und Summation iiber m erhaglten wir wegen (7)
i = S (-Vize+ 20 g 45 ST )
LS} ([\/g 04+3 ;j,s %})
+q,,,,.(w§1>],,+z—§’@ W)

+B(r - 2L a4 3 oL e

H

da ja

VgL _ = [Vg L1, + 2 ais 6;/;:3

1) 1. ¢. Berliner. Sitzungsber. 1915,
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und

Zaa a\FL__W L] a\/"L

7
Nunmehr beriicksichtigen wir, daB wegen (16)

& gL
s 0, O Oy,

ist, und erhalten dann bei geeigneter Zusammenfassung:

@) =L s (ot (Vi Lht MV ZL)

av_ L Vg L oM,
wt 2 G, ow,

+§ 00,

Andererseits ist
_oVgL _ a\/’L . Vg L __Eav;;'L 0 s
ow, s,m Togm U T2 o, e Oms 00,
Das erste Glied der rechten Seite ist wegen (21) und (23) nichts
anderes als 4, Das letzte Glied rechter Hand erweist sich als

entgegengesetzt gleich dem letzten Glied rechter Hand in (25);
es ist nidmlich

oVg L (OM,, 34w\ _
(26) 8,2,” oM, ( - 620,) =0,
da der Ausdruck
BMav - aqms - o '8 - 6248 a%gm
ow, ow,  ow,0w, Ow,ow, Ow,ow,

symmetrisch in s, und der erste Faktor unter dem Summen-
zeichen in (26) schiefsymmetrisch in s, m ausfillt.
Aus (25) folgt mithin die Gleichung

@) 3 (M, V5 Lt 0, 55— [V 1) = 0;

d. h. aus den Gravitationsgleichungen (4) folgen in der Tat die
vier von einander unabhingigen linearen Kombinationen (27) der
elektrodynamischen Grandgleichungen (5) und ihrer ersten Ab-
leitungen. Dies ist der genaue mathematische Ausdruck der oben all-
gemein ausgesprochenen Behawptung wuber dem Charakter der , Elektro-
dynamik als einer Folgeerscheinung der Gravitation.
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Da L unserer Annahme zufolge nicht von den Ableitungen
der g** abhingen soll, so maB L eine Funktion von gewissen vier
allgemeinen Invarianten sein, die den von Mie angegebenen spe-
ziellen orthogonalen Invarianten entsprechen und von denen die
beiden einfachsten diese sind:

Q = 2 Mﬂm Mﬂcgﬂkgﬁz
kl,m,n

and
7= 2 au9"

Der einfachste und im Hinblick auf den Bau von K nichstliegende
Ansatz fir L ist zugleich derjenige, der der Mie’schen Elektro-
dynamik entspricht, nimlich

L =aQ+/)
oder noch spezieller an Mie anschliefiend:
L = aQ+ g%

wo [(g) irgend eine Funktion von ¢ und «, § Konstante bedeuten.
‘Wie man sieht, geniigen bei sinngem#Ber Dentung die wenigen
einfachen in den Axiomen I und II ausgesprochenen Annahmen
zum Aufbau der Theorie: durch dieselbe werden nicht nur unsere
Vorstellungen iiber Raum, Zeit und Bewegung von Grund auns in
dem von Einstein dargelegten Sinne umgestaltet, sondern ich
bin auch der Uberzeugung, daf durch die hier anfgestellten Grund-
gleichungen die intimsten bisher verborgenen Vorginge innerhalb
des Atoms Aufklirung erhalten werden und insbesondere allgemein
eine Zuriickfiilhrung aller physikalischen Konstanten auf mathe-
matische Konstanten mdglich sein mu8 — wie denn iiberhanpt
damit die Moglichkeit naheriickt, daf ams der Physik im Prinzip
eine Wissenschaft von der Art der Geometrie werde: gewifl der
herrlichste Ruhm der axiomatischen Methode, die hier wie wir
sehen die michtigen Instrumente der Analysis, ndmlich Variations-
rechnung und Invariantentheorie, in ihre Dienste nimmt.







