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Kosmologische Betrachtungen zur allgemeinen
Relativititstheorie.

Yon A. EmxstEIN.

K. ist wohlbekannt, daB dic Pomssoxsche Differentialgleichung
Ap = 47 K¢ {1)

in Verhindung mit der Bewegungsgleichung des matericllen Punktes
die Newronsche Fernwirkungstheorie noch nielt vollstindig ersetzi.
IZs muB noch die Bedingung hinzutreten, daB im rdumlich Unend-
lichen das Potential @ cinem fosten Grenzwerte zustrebl.  Analog ver-
hilt es sich bei der Gravitationstheorie der allgemeinen Relativitiit:
auch hier miissen zun den Differentialgleichungen Grenzbedingungen
hinzutreten fiic das rdumlich Gnendliche, falls man die Welt wirklich
als riumlich unendlich auwsgedelint anzusehen hat.

Rei der Behandlung des Planetenproblems habe ich diese Grenzbe-
dingungen in Gestalt flgender Annahme gewiihit: Es ist migliek, ein
Bezugssystem so zu wihlen, daf sfmntliche Gravitationspatentiale g,
im rhumliel Unendlichen konstant werden. Ks igt aber a priori durch-
aus nicht evident, dal man diesellen Grenzbedingungen ansctzen darf,
wenn man grdBere Partien der Xorperwelt ins Auge fassen will. Im
folgenden sallen die Uberlegungen angegehen werden, welche ich bis-
her dber diese prinzipiell wichtige Frage angestellt habn.

§1. Die Newtonsche Theorie

Es ist wohlbekannt, daB die Newronsche Grenzhedingung des kon-
stanten Limes fir ¢ im rdumlich Unendlichen zu der Auffassung hin-
filirr. dal die Dichte der Materic im Unendlichen zu null wird. Wir
denken uns nimlich. es lasse sich ein Ort im Weliraum finden, um
den lierum das Gravitationsfelkl der Materic, im grofien hetrachtet,
Kugelsymmetrie besitzt (Mittelpunkt). Dann folgt aus der Possoxschen
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Gleichung, dafi die mittlere Dichle p rascher als — mit wachsender

Entfernung r vom Mittelpunkt zu null herabsinken muBl. dazmit ¢ im
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Vnendlichen einem Limes zustrebe'. [n diesem Siane ist also die Well
nach Newrton endlich, wenn sie aueh unendlich groBe (esamtmasse
besitzen kann.

[ierans folgt zundchst, daB di¢ von den Himmelskdrpern emit-
tierte Stralilung dax Nrwrtossche Weltsystem auf dem Wege radial
nach auBen zum Teil verlassen wird, um gich danu wirkungslos im Un-
endlichen zu verlieren. Kann és nicht ganzen limmelskdrpern eben-
so ergelien? Es ist keum méiglich, diese Frage zu veencinen.  [enn
ans der Voraussetzung cines endlichen Limes fde ¢ im riumlich Un-
endlichen folgt. daB cin mit endlicher kinetischer Energie begabter
Himmelskarper das riumlich Unendliche unier Uberwindung der New-
toxsehen Anzichungskedle crrcichen kann. Dieser Fall muB nach der
statistischen Mechanik solange immer wieder eimreten, als die gesamte
Energie des Sternsystems geniigend grol ist, um auf cinen einzi-
gen llimmelskorper iibertragen diesem die Reise ins Unendliche
zu gestatten, von welcher er nie wieder mnriickkehren kann.

Man konnte dieser cigentinmlichen Schwierigkeit durch die An-
nalime zu entrinnen versuchen, daB jenes Grenzpatential im Unend-
lichen einen sehr hohen Wert hahe. Dies wiire ein gangbarer Weg,
wenn nicht der Verlauf' des Gravitationspotentials durch die Himmels-
karper selbst bedingt aein miiBte. In Walrheit werden wir mit Not-
wendigkeit zu der Auffassung gedriingt, daB das Aufltreten bedeuten-
der Potentialdiflerenzen des Gravitationsfeldes mit den Tatsachen im
Widersprucl ist. Dieselben milasen vielmehr von so geringer GriBien-
ordnung sein, daB die durch sie erzeugbaren Sierngeschwindigkeiten
die tatsichlich Deobachiteten nieht iibersteigen.

Wendet man das Rovrzmaxssche Verteilungsgesetz fiir Gasmale-
kile auf die Sterne an, indem man das Sternsystem mit einem Gase
von stationirer Wirmebeweagung vergleicht, so folgt, da Jdas Newrox-
sche Sternsystem fiherhaupt nicht existieren kdnne. Denn der end-
lichen Potentialdifferenz zwischen dem Mittelpunkt uned dem riumlicl
Unendlichen entspriche ein endliches Verhalinis der Dichten. Ein Ver
schiwinden der Dichte im Unendlichen zieht also cin Verschwinden
der Dichte im Mittelpunke nach sich.

Diese Schwierigkeiten lassen sich anf dem Boden der Nrwrox-
schen Theorie wohl kaum fiberwinden. Man kaam sich die Frage
vorlegen, ob sicl: dieselben dureh cine Modifikation der Newrtoxschen
Theorie beseitigen lassen. Wir geben hierfir zunfichse cinen Weg an,

! g isl dic mitlere Dichte der Materie. gebildet fir einen Iaum. der grodl i
gZegeniiber der Dhisunx benachbacier Fisaterne. nher klein gegendiber dest Alimesanngen
des ganzen Stermsxvslems.
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der an sich nicht beansprucht, ernst genommen zu werden; er dient
nur duzu, das Folgende besser hervorireten zn lassen. An die Stelle
der Pmssosschen Gleichung setzen wir

Ap—rdp = 47 hz, (2)
wobei 4 eine universelle Konstante hedeutee. Ist p, die (gleichmaBige)
Dichte ciner Massenverteilung, so ist
_ 4Tk

A

b= 13)
vine Losung der Gleichung (2). Diese Lésung entspriche dem Falle.
daB die Marerie der Fixsterne gleichmiBig fber den Raum verteilt
wiire, wobei die Dichre ¢, gleich der taisfichlichen mittleren Dichie
der Materie des Weltraumes sein moge. Die Lisung entspricht einer
unendlichen Ausdehnung des im Mittel gleichmiilig mit Materic er-
filiten Raumes. Denkt man sich, ohme an der mittleren Verteilungs-
dichte etwas zu kndern, die Materic artlicli amgleicliniBig verteilt,
so wind sich uber den konstanten ¢-Wert der Glelehung (3) ein zn-
gitzliches ¢ tberlagern, welches in der Nilie dichterer Massen einem
Newrosschen Felde um so Ahnlicher ist, je kleiner A, gegenither
4mAp isf.

Eine so beschaffene Well hiitie licziiglich des Gravitationsfeldes
keinen Mittelpunkt. Kin Abnelimen der Dielite im riumlich Unend-
lichen miaBte nicht angenommen werden, sondern es wire sowoll das
mittlere Potentisl als auch die mittlere Dichte Lis ins Unendliche kan-
stant. Der bei der Nrwroxschen Theorie Lonstatierte Konflikt mit
der statistischen Meclanik Ist hier nicht vorhanden. Die Materie ist
bei einer bestimmnten (iuBerst kleinen) Dichte im Gleichgewicht, ohne
dal fiir dies Gleichgewicht innere Kriifte der Materie {Druck) notig wiren.

§ 2. Die Grenzbedingungen gemal der allgemeinen
Relativititathearie.

Im folgenden fihre ich den Leser auf dem von mir selbst zu-
rickgelegien, etwas indirckten und holperigen Wege, weil ich nur so
haffen kann, daB er dem Endergebuis Interesse entgegenbringe. Ich
komme n&mlich zu der Meinung, daB die von mir bisher veriretenen
Feldgleichungen der Gravitalion noch einer kleinen Modifikation be-
diirfen, um auf der Basis der allgemeinen Relativitfistheorie jena prin-
zipiellen Sehwierigkeiten zu vermeiden, die wir im vorigen Paragraphen
fir die Newrtoxsche Theorie dargelegt habien. Diese Modifikation ent-
spricht vollkommen dem Ubergang von der Pomsoxschen Gleiehung (1)
zur Gleichung (2) des vorigen Paragraphen. s ergibt sich dann
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sehlieBlich, dall Grenzbedingungen im rinmlich Unendlichen itharhaupt
entfallen, da das Weltkontinuum heziiglich seiner rAumlielien Krstreckun-
gen als ein in sich geschlossenes von endlichem, rAumlichem (dreidi-
mensionalem) Volumen aufzufassen ist.

Meine bis vor kurzem gehegte Meinung aber die im rdawnlich Un-
endlichen zu sctzenden Grenzbedingungen fuBte auf folgenden Uhwr-
legungen. In einer konsequenten Relativithtstheorie kann es keine Trhig-
heit gegeniiber dem »Raume< peben, sondern nur eine Trigheit
der Massen gegeneinander. Wenn ieh daher eine Masse von allen
andercn Massen der Welt riumlich geniigend entferne, so muB ihre
Tragheit &n Null herabsinken. Wir suclhien dicse Bedingung mathe-
matisch zu formulieren.

Nach der allgemeinen Relativithtstheorie ist der (negative) luipuls
durch die drei ersten Kamponenten, die Energie durch die letzte Kom-
ponente des mit V—g¢ multiplizierten kovarianten ‘Tensors

dx

i :'_u .. e (4)
gegeben, wobei wie stets

de* =g dx dx, (s)
gesetzt ist. In dem besonders dberzichtlichen Falle, da8 das Koor-

dinatensystem so gewdhlt werden kann, daB das Gravitationsfeld in
jedem Punkte rumlich isotrop ist, hat mun einfacher
ds = — A (dal +drs -+ dx)) + Bda?,
Ist gleiehzeitig noch
F=—g=1=VA'R,

80 erhilt man fiir kleine Geschwindigkeiten in erster Nflierung aus (4)
fir die lmpulskemponenten

4 dz, A dx, 4 dx,
mo_ m e —
V8 dr, VB dr, VB dax,

und fiir di¢ Energie (im Fall der Ruhe)
wlB.
Aus den Ausdrilecken des Impulses folgt, daB m I.): die Rolle der
]

trigen Masse spiclt. Da s eine dem Massenpunki unabliingig von
seiner lage eigentimliclie Konstante ist, so kann dieser Aunsdruck
unter Wahrung der Determinantenbedingung im rfumlich Unendlichen
mur daun versechwinden, wenn A zu null herabsinkt, wihrend B ins
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Unendliche anwiehst. LKin solches Ausarten der Koeffizicnten g,
scheint alsv durell das Postulat von der Relativitdt alter ‘Tragheit
gefordert zu werden, Diese Forderung bringt es auch mit sich, ds8
die potentielle Energie m VB des Punktes im Unendlichen unendlich
groff wird. Es kann also ein Massenpunkt niemals das System ver-
lassen; cine cingehendere Untersuchung zeigt, dnB gleiches auch von
den Licltstralilen gelten wiirde. Ein Weltsystem mic soleliem Ver-
halten der Graviltationgpotentiale im Unendlichen wiire also nicht der
Gelahr der Verddung ausgesetzl, wie sie varhin fie die Nxwionsche
Theorie hesprochen wirde.

Ich bemerke, daB die vercinfachenden Annalinen Gber <ie Gira-
vitationspotentiale, wulehe wir dieser Betrachtung zugrnnde legten.
mur der Uhersiehtlichkeit wegen eingefihrt sind.  Man kaun allge-
meine Formulicrungen fiir das Verhalten der g, im Unendlichen fin-
den, die dax Wesentliche der Sache olme weitere beschrfinkende Aa-
nahmen ausdricken.

Nun untersuchte ieh mit der freundlichen Llilfe des Mathematikers
J. Grosnrr zentrisch symmetrische, statisehe Gravitationsfelder, welche
im Unendlichen in der angedeuteten Weise degenerierten, Die Gra-
vitatianspotentiale ¢, wurden angesctze und aus denselben auf Grund
der Feldpleichungen der Gravitation der Energictensor 7, der Materic
bereclnet. Dabei zeigte sich aber, duB fir das Fizsternsystem der-
arlige Grenzbedingungen durchaws nielt in Betracht kommen kinnen,
wie neulich auch mit Recht von dem Astronomen nx Sicvee hervor-
gehaben wurde.

Der kontravarianie Energictensor 1 der ponderabeln Materie ist
nimlich gegehen durch
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™ =3 ...‘ = (s}

woliei p die natfirlich gemessenc Dichie der Materie bedeutet.  Bei
geeignet gewdlltem Koordinatensystem aind  die Sterngeschwindig-
keiten selir klein gegen@iber der Lichigesehwindigkeit. Man kann
dabier ds durelk Vg, ox, ersetzen. Daran erkennt man, daB alle Kom-
ponenten von T~ gegenither der letzten Kowmponente T4 sehr klein
sein miissen. Diese Bedingung aber lieB sich mit den gewdlillen Grenz-
bedingungen durcliaus nicht vereinigen. Nachtrfiglich erscheint dies
Resultat nicht verwunderlich., Dic¢ “latsache der geringen Sternge-
schwindigkeiten [Bt den Sehluf zu, daf nirgends, wo es Fixsterne
gibt, das Gravitalionspotential (in unserem Falle V R) erheblich grider
sein kaun als bei uns; es folgt dies aus statistiselien Cberlegungen.
genau wie im Folle der Newtonschen Theorie. Jedenfalls haben mich
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unserc Rechnungen zu der Dberzengung gefiihrt, daf derartige De-
generationsbedingungen fur die 4, im Riumlich-Unendlichen nicht
postuliert werden darfen.

Nach dem Felilsehlagen dieses Versuches hieten sich zuniichst
zwei Mbglichkeiten dar.

a) Man fordert, wie beim Planetenproblem, dafl i riumlich
Unendlichen die ¢, sich bei passend gewibltem Bezugssysiem dden
Werten

=1 o [s] [}
(2) Se—=i [0} o
[¢] c —1 O
(&) Lo] (e} 1

niliern.

b) Man stellt @berhaupt keine allgemeine Giltigkeit beanspruchen-
den Grenzbedingungen auf fiir das riumlich Unendliche; man hat die
#.. 80 der riumlichen Begrenzung des betrachteten Gebietes in jedem
einzelnen Falle besonders zu geben, wic man bisher dic zeitlichen
Anfangshedingungen besonders zn geben gewohnt war.

Die Moglichkeit b entspricht keiner Lbosung des Problems, son-
dern dem Verzicht auf die Lasung desselben.  Dics ist ein unanfechi-
barer Standpunkt. der gegenwiirtig vou nr Sirrer eingenommen wird’.
lch muB aber gestehen, daB es mir schwer fhllt, so weir zu resi-
goieren in dieser prinzipiellen Angelegenheit. Dazu wiirde ich mich
erst entschliefien, wenn alle Mithe, zur befriedigenden AufTassung vor-
zudringen, sich als nutzlos erweisen wirde.

Dic Moglichkeit a ist in mehrfacher Beziehung unbefricdigend.
Erstens setzen diese Grenzbedingungen eine bestimmic Wahl des Be-
zugssystems voraus, was dem Geiste des Relativititsprinzips wider-
strebt.  Zweitens verzichtet man bei dicser Auifussung darauf, der
Forderung von der Relativitit der ‘Urfigheit gereeht zu werden.  Die
Triigheit eines Massenpunktes von der natiirlich gemessenen Masse m
ist nimlich von den g, abhfngig: diese aber unterscheiden sich nur
wenig von den angegehenen postulierten Werten fir das riwmlich
Unendliche. Somit wiitde die Triigheit dureh die {im Endlichen vor-
handene) Materic zwar beeinflult aber nicht bedingt. Wenn nur
cin einziger Massenpunkt vorhanden wiire, so besiie cr nach dieser
Auffassungsweise Trigheit, und zwar eine beinahe gleieh grofie wie
in dem Falle, da er von den iibrigen Massen unserer tatshiehlichen
Welt umgeben ist. Endlich sind gegen diese Auffassung jene statisti-

! nz Srrree, Akad. van Wetensch. Te Amsterdeni. 8. Novemher 1916,
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schen Bedenken geltend zu machen, welche oben fiie die Newroxsche
Theorie angegelen worden sind.

Es geht aos dem bisher Gesagten hervor, da8 mir das Anfstellen
von Grenzbedingungen fur das raumlich Unendliche nicht gelungen ist.
Trotzdem existier. noeh eine Moglichkeir, ohne den unter b auge-
gebenen Verzieht auszukommen. Wenn es namlich miglich wire, die
Welt als ¢cin nach seinen rhumlichien Erarreckungen geschlos-
senes Kontinunm anzusehen, dann hatte man Gberhaupt keine der-
artigen Grenzbedingungen ndtig. Im folgenden wird sich zeigen, daB
sowohl die allgemeine Relativititsforderung als auch die Tatsache der
geringen Sterngeschwindigkeiten mit der Hypothese von der rium-
lichen Gesclilossenheit des Weltganzen vercinbar ist; allerdings bedarf
es filr die Durchfihrung dieses Gedankens einer verallgemeinernden
Modifikation der Feldgleichungen der Gravitation.

§ 3. Die rdumlich geschlossene Welt mit gleichméiBig
verteilter Materie.

Der metrische Clrarakter (Krimmung) des vierdimensionalen ranm-
zeitlichien Kontinuums wirnd nach der allgemeinen Relativititstheorie
in jedem Punkte durch die daselbst befindliche Materie und deren Zu-
stand bestimmi.  Die metrische Strukour dicses Kontinnums muB da-
her wegen der UnglelechmABigkeit der Verteilung der Materie notwendig
eine dullerst verwickelte sein. Wenn es uns aber nur anf die Struktur
im gro8en ankommt, ditrfen wir uns die Materic als {iber ungeheure Riume
gleichmiBig ausgebreitet vorstellen, so daf deren Verteilungsdichte
vine ungehener langsam verfinaterliche Funktion wird. Wir gehen da-
mit Hbhnlich vor wie etwa die GeodBten, welche die im kleinen fuferst.
kompliziert gestaltete Krdoberflache dureh ein Ellipsoid approximieren.

Das Wichtigste, was wir iiber die Verteilung der Materie aus der
Erfahrung wissen, ist dics, daff die Relativgesclhiwindigkeiten der Sterne
sehir klein sind gegendber der Lichigeschwindigkeit. Ieh glaube des-
halb, dal wir filrs erste folgende approximierende Annahme unserer
Betrachtung zugrunde legen dirfen: Ks gibt ein Koordinatensystem,
relativ zu welchem dic Matcerie als danernd ruhend angesehen werden
darf. Relativ zua dicsem ist also der kontravariante Encrgictensor T
der Materie gemdl (3) von der cinfachen Form:

(o] 0
o o
[s] 0

(61

0O 0O O
o 0 25 O
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Der Skalar 7 der {mittleren) Verteilungsdichte kann a priori eine Funk-
tion der rinmlichen Hoordinaten sein. Wenn wir aber die Welt als
riumlich in sich geschlossen annehmen, so liegt die Hypothese nahe,
2B p unablifingig vom Orte sei; diese legen wir dem Folgenden zu-
grunde.

Was das Gravitatiousfeld anlangt, so folgt ans der Bewegungs-
gleichung des materiellen Punktes

Ay, faf@) dx, d.

ds"+ v [ ds ds b

dal ein materieller Punke in einem statischen Gravitationsfelde nur
dann in Ruhe verharren kann, wenn g, vom Orte unabhiingig ist, Da
wir ferner Unabhfingigkeit von der Zeitkoordinate .r, fiir alle GrdéBen
voraussetzen, o kénnen wir fiir die gesuchte Losung verlangen, daB
fir alle z,
Yo =1 (7)

sei. Wie atets bei statischen Problemen wird ferner

= =94= o (81
zu setzen sein. Es handelt sich nun noch um die Festlegung derjeni-
gen Komponenten des Gravitationspotentials, welehe das rein riamlich-
geometrische Verhalten unseres Kontinunms bestimmen {g,,, @, ... 2,).
Aus unserer Annahme Gber die GleiehmaBigkeit der Verteilung der das
Feld erzengenden Massen folgt, dald auch die Krimmung des gesuchten
MeBraumes cine konstante sein muf. EFar diese Massenverteilung wird
also das gesuchite geselilossene Kontinoum der o, , &, x, bei konstan-
tem r, ein sphirischer Raum sein.

Zu einem solchien gelangen wir z. B. in folgender Weise. Wir
gehen aus von cinem Euklidisehen Raume der £, £,, £,, Z, von vier
Dimensionen mit dem Linienelement oo es sei also

do* = dEj+dE+dZ+dE] (9)
in diesem Raume betrachten wir die Hyperfldche
=B+ 8L, (10)
wobei R eine Konstante bedeutet. Dicse Punkte dieser Hyperiliche
bilden ein dreidimensionales Kontinnum, einen sphirischien Raum vom
Kréimmungsradius £,

Der vierdimensionale Euklidische Raum, von dem wir ausgingen,
dieat nur zur bequemen Definition unserer Ilyperfliche. Uns inter-
essicren nur die Punkte der letzteren, deren metrische Eigenschaften
mit denen des physikalischen Raumes bei gleichmaBiger Verteitbung der
Materie #thereinstimmen sollen. Fiir die Beschreibung dieses dreidi-

Sitmngsharichea 1017. i5
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mensionalen Kantinuums kiinnen wir ons der Koordinaten £,, £,, £,
bedienen {Projektion auf dic Hyperebene £, = 0), da sich vermige (10)
E, durch £, E,, £, ausdeicken li8t. Eliminiert man =, avs (9], so er

hiilt man fiir das Linienelement des sphiriaschen Raumes den Ausdruck

do* =y, dZAE

Sl
Y. =4, 4 |

- - J—

il

wobei d, =1, wenn p=1, 4, =0, wenn a F v, und F=Z+ £+ £
gesetzt wird. Die gewdhlten Koordinaten sind bhequem, wenn es sich
um die Untersuchung der Umgebung eines der heiden Punkie £, =¢Z
= £, = o handelt.

Nun ist uns auch das Linsenelement der gesueliten raum-zeit-
lichen vienlimensionalen Welt gegeben, 'Wir haben offenbar fiir die
Potenciale g, ., deren beide Indizes von 4 abweichen, zu setzen

g = — (u +R‘—{.-n.:‘:‘—w:+.:r:]}' (12)

welche Gleichung in Verhindung mit {7) und (8) das Verhalten von
MagBstalen, Uhren und Lichtstrahlen in der bstrachteten vierdimen-
sionalen Welt vollstfindig biestimmt.

§4 Uber ein an den Feldgleichungen der Gravitation an-
zubringendes Zusatzglied.

Die von mir vorgeschlagenen Feldgleichungen der Gravitation
lauten fur ein beliebig gewdhites Koordinatensystem

g =—fr[,{t}'+{us“}{f} (13)

L PgV=y [w)dkV—y
B, 0, |2} dx,

Das Gleichungssystem (13) ist keincswegs cefdlll, wenn man fur
die g,, die in (7), (8] und (12) gegebenen Werte und fiir den (kon-
travarianten) Tenser der Energie der Jateric die in (6) angegebenen
Werte cinsetzt. Wie diese Rechinung bequem auszofithren ist, wird
im niichsten Paragraphen gezeigt werden. VWenn es also sicher wiire.
da8 die von mir bisher benutzten Feldgleichungen (13) die einzigen
mit dem Postulat der allgemeinen Relativitat vereinbaren wiren, so
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miiBten wir woll schlieBen, daB die Relativititstheoric die Hypothese
von einer raumlichen Geschlossenheit der Welt nicht zulasse.

Das Gleichungssystetn {14) erlaubt jedoeh eine nalieliegende, mit
dem Relativititsposwulat vereinbare Frweiterung, welche der durch
Gleichung {2) gegebenen Erweiterung der Porssonschen Gleichung voll-
kommen analog ist. Wir kinnen ndmlich auf der linken Seito der
Feldgleichung {13) den mit einer vorlaufiz unbekannten universellen
Konstante —2 multiplizierten Fundamentaltensor ¢, hinzafugen, ohue
daB dadurch die allgemeine Kovarianz zerstdrt wird; wir setzen an
die Stelle der Feldgleichung {13)

{r,,— Ay, = _;,;: T, — : a.TJ. {1314]

Auch diese Feldgleichung ist bei genfigend kleinem 2 mil den am
Sonncnsystem erlangten Erfahrngstacsachen jedenfalls vereinbar. Sie
hefriedigt auch Erbaltungssitze des lmpulses und der Energie, denn
man gelang! zu (13a) an Stelle von (13), wenn man statt des Skalars
des Rirmannschen Tensors diesen Skalar, vermehrt um eine universelle
Konstaute, in’ das ILamiwtossche Prinzip cinfiilrt, welches Prinzip ja
die Giltigheil. von FErchaltungssiitzen gewihrleistet. Daf die Feld-
gleichung (13a) mit unseren Ansiitzen Gber Feld und Materie vercinbar
ist, wind im folgenden gezeigt.

§ 5. Durehfiihrung der Rechnung. Ergebnis.

Da alle Punkic unscres Kontinuums gleiehwertig sind, gentigt es,
die Rechnung (tir cinen Punkt durchzufuliren, z B. fir einen der
beiden Punkie mit den Koordinaten .r, = », = &, = z, = 0. Dann sind
fir die g, in (13a) dic Werte

—1 Q o} a
e, '=—=1 0 [»]
(8] g — i (8]
a [a] (a] 1

itherall da einzusetzen, wo sie nur einmal oder gar nicht differenziert
eracheinen. Man erhilt also zundchst

B d [uv]_._'_a‘[ur]_‘a l_uv
2 da, | 1 dr, | 2 dz, | 3

Mit Racksicht auf (7), (8) und (13) findet man hieraus leicht, dafi
simtlichivn Gleichungen (1 3a) Geniige geleistet ist, wenn die beiden
Relationen erfille sind

A "leV—g )

dx dr,
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2
— R_.*-._r——x:
xg
—_—h = — :
oder
= B . 114)
—_—— 4

Die neu eingefishrte universelle Konstante A bestimmt also sowohl
dic mittlere Verteilungsdichte g, weleche im Gleichgewichte verharren
kann, als auch den Radius X des spharischen Raumes und dessen
Volumen 27" R, Die Gesamtinasse ) der Welt ist nach unserer Auf-
fassung endlich, und zwar gleich

H=;g-15 R = 4nm f.= VI'};T {13)
Fxa

Die theorerische Auffassung der tatsichlichen Welt wire also, falls
dickelbe unserer Betrachitung entspricht, die folgende. Der Krimmungs-
charakter des Raumes ist nach MaBgalbe der Verteilung der Materie
zeitlich und ortlich variabel, 136t sich aber im groBen dureh einen
sphiirischen Raum approximieren. Jedenfalls ist diese Auffassung logisch
widerspruchsfrei und vom Standpunkte der allgemeinen Relativitits-
theorie die naheliegendste; ob sie, vom Standpunkt des lhentigen
astronamisehen Wisdens aus betrachtet, haltbar ist, soll hier nicht
uniersucht werden. Um zu dicser widersprnchsfreien Auffassung zn
gelangen, mufiten wir allerdings elne neue, durch unser tatsdchliches
Wissen vun der Gravitation nicht gerechtfestigle Erweiterung der Feld-
gleichungen der Gravitation einfithren. Es ist jedoch hervorzulieben,
daB eine positive Krdmmung des Rannes dureh die in demselben he-
findliche Materic aveh dann resultierr, wenn jenes Zusatzglied nicht
eingefuhrt wird; das letztere haben wir nur udtig, um e¢in¢ guasi-
statische Verteilung der Materie zu ermiglichen, wie es der Tatsache
der kleinen Sterngeschwindigkeiten entspricht.

Ausgegeben am 15, Februar
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V¢ = 4nKp . : . . (1)
in combination with the equations of motion of a material
point is not as yet a perfect substitute for Newton's theory
of action at a distance. There is still to be taken into account
the condition that at spatial infinity the potential ¢ tends
toward a fixed limiting valuoe. There is an analogous state
of things in the theory of gravitation in general relativity.
Here, too, we must supplement the differential equations by
limiting conditions at spatial infinity, if we really have to
regard the universe as being of infinite apatial extent. @
In my treatment of the planetary problem I chose these
limiting conditions in the form of the following assumption :
it is possible to select a system of reference so that at spatial
infinity all the gravitational potentials g,, become constant. B
But it is by no means evident @ prior: that we may lay down
the same limiting conditions when we wish to take larger
portions of the physical universe into consideration. In the
following pages the reflexions will be given which, up to the
present, I have made on this fundamentally important
question.

IT is well known that Poisson’s equation

§ 1. The Newtonian Theory

It is well known that Newton’s limiting condition of the
constant limit for ¢ at spatial infinity leads to the view that
the density of matter becomes zero at infinity. For we
imagine that there may be a place in universal space round
about which the gravitational field of matter, viewed on a
large scale, possesses spherical symmetry. It then follows
from Poisson’s equation that;’ 7iu order that ¢ may tend to a

I
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limit at infinity, the mean density p must decrease toward
zero more rapidly than 1/7* as the distance r from the
centre increases.® In this sense, therefore, the universe
according to Newton is finite, although it may possess an
infinitely great total mass.

From this it follows in the first place that the radiation
emitted by the heavenly bodies will, in part, leave the
Newtonian system of the universe, passing radially outwards,
to become ineffective and lost in the infinite May not
entire heavenly bodies fare likewise? It is hardly possible
to give a negative answer to this question. For it follows
from the assumption of a finite limit for ¢ at spatial infinity
that a heavenly body with finite kinetic energy is able to
reach spatial infinity by overcoming the Newtonian forces of
attraction. By statistical mechanics this case must occur
from time to time, as long as the total energy of the stellar
system-—transferred to one single star—is great enough to
send that star on its journey to infinity, whence it never can
return.

‘We might try to avoid this peculiar difficulty by assuming
a very high value for the limiting potential at infinity. That
would be a possible way, if the value of the gravitational
potential were not itself necessarily conditioned by the
heavenly bodies. The truth is that we are compelled to
regard the occurrence of any great differences of potential of
the gravitational field as contradicting the facts. These
differences must really be of so low an order of magnitude
that the stellar velocities generated by them do not exceed
the velocities actually observed.

If we apply Boltzmann's law of distribution for gas
molecules to the stars, by comparing the stellar system with
a gas in thermal equilibrium, we find that the Newtonian
stellar system cannot exist at all. For there is a finite ratio
of densities corresponding to the finite difference of potential
between the centre and spatial infinity. A vanishing of the
density at infinity thus implies a vanishing of the density
at the centre.

*®p is the mean density of matter, caloulated for a region which is large as
compared with the distance between neighbouring fixed stars, but small in
comparison with the dimensions of the whole stellar system.
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It seems hardly possible to surmount these difficulties on
the bagis of the Newtonian theory. We may ask ourselves
the question whether they can be removed by a modification
of the Newtonian theory. First of all we will indicate a
method which does not in itself claim to be taken seriously;
it merely serves as a foil for what is to follow. In place of
Poisson’s equation we write

Vid - Ap = 4mxp : " . (@)

where A denotes a universal constant. If p, be the uniform
Gensity of a distribution of mass, then

4mx

¢ = - —i—po . . . . {3)

is a solution of equation (2). This solution would correspond
to the case in which the matter of the fizxed stars was dis-
tributed uniformly through space, if the density p, is equal
to the actual mean density of the matter in the universe.
The solution then corresponds to an infinite extension of
the central space, filled uniformly with matter. If, without
making any change in the mean density, we imagine matter
to be non-uniformly distributed locally, there will be, over
and above the ¢ with the constant value of equation (3), an
additional ¢, which in the neighbourhood of denser masses
will so much the more resemble the Newtonian field as A¢ is
smaller in comparison with 4w«p.

A universe so constituted would have, with respect to its
gravitational field, no centre. A decrease of density in spatial
infinity would not have to be assumed, but both the mean
potential and mean density would remain constant to infinity.
The conflict with statistical mechanics which we found in
the case of the Newtonian theory is not repeated. With a
definite but extremely small density, matter is in equilibrium,
without any internal material forces (pressures) being required
to maintain equilibrium.

§ 2. The Boundary Conditions According to the General
Theory of Relativity
In the present paragraph I shall conduct the reader over

the road that I have myself travelled, rather a rough and
winding road, because otherwise I cannot hope that he will

151
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take much interest in the result at the end of the journey.
The conclusion I shall arrive at is that the field equations of
gravitation which I have championed hitherto still need a
slight modification, so that on the basis of the general theory
of relativity those fundamental difficulties may be avoided
which have been set forth in § 1 as confronting the Newtonian
theory. This modification corresponds perfectly to the transi-
tion from Poisson’s equation (1) to equation (2) of § 1. We
finally infer that boundary conditions in spatial infinity fall
away altogether, because the universal continuum in respect
of its spatial dimensions is to be viewed as a self-contained
continuum of finite spatial (three-dimensional) volume.

The opinion which I entertained until recently, as to the
limiting conditions to be laid down in spatial infinity, took
its stand on the following considerations. In a consistent
theory of relativity there can be no inertia relatively to “ space,”
but only an inertia of masses relatively to one another. If,
therefore, I have a mass at a sufficient distance from all other
masses in the universe, its inertia must fall to zero. We will
try to formulate this condition mathematically.

According to the general theory of relativity the negative
momentum is given by the first three components, the energy
by the last component of the covariant tensor multiplied by
~-9 4

Za
(=8 Gaae 5 - 3 : . @)
where, as always, we set
ds* = g,dx.dz, . . )]

In the particularly perspicuous case of the posmbnhty of
choosing the system of co-ordinates so that the gravitational
field at every point is spatially isotropic, we have more simply
ds? = - A(dz, + dz, + dz,) + Bdz,
If, moreover, at the same time
~-g=1=,AB
we obtain from (4), to a first approximation for small

velocities,
A dz, A dz,

A dz,
™ 7B &z, ™JB &, "B dz,
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for the components of momentum, and for the energy (in the
static case)
ma/B.

From the expressions for the momentum, it follows that
m% plays the part of the rest mass. As m is a constant
i

peculiar to the point of mass, independently of its position,
this expression, if we retain the condition /g — = 1 at
spatial infinity, can vanish only when A diminishes to zero,
while B increases to infinity. It seems, therefore, that such
a degeneration of the co-efficients g,, is required by the postu-
late of relativity of all inertia. This requirement implies
that the potential energy m./B becomes infinitely great at
infinity. Thus a point of mass can never leave the system ;
and a more detailed investigation shows that the same thing
applies to light-rays. A system of the universe with such
behaviour of the gravitational potentials at infinity would not
therefore run the risk of wasting away which was mooted
just now in connexion with the Newtonian theory.

I wish to point out that the simplifying assumptions as
to the gravitational potentials on which this reasoning is based,
have been introduced merely for the sake of lucidity. It is
possible to find general formulations for the behaviour of the
guw 8t infinity which express the essentials of the question
without further restrictive assumptions.

At this stage, with the kind assistance of the mathe-
matician J. Grommer, I investigated centrally symmetrical,
static gravitational fields, degenerating at infinity in the way
mentioned. The gravitational potentials g,, were applied, and
from them the energy-tensor T,, of matter was calculated on
the basis of the field equations of gravitation. But here it
proved that for the system of the fixed stars no boundary con-
ditions of the kind can come into question at all, as was also
rightly emphasized by the astronomer de Sitter recently.

For the contravariant energy-tensor T*” of ponderable
matter is given by
dz,
ds

where p is the density of matter in natural measure. With

v

M

(8]
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an appropriate choice of the system of co-ordinates the
stellar velocities are very small in comparison with that of
light. We may, therefore, substitute /g,, dz, for ds. This
shows us that all components of T*” must be very small in
comparison with the last component T4. But it was quite
impossible to reconcile this condition with thechosen boundary
conditions. ‘In the retrospect this result does not appear
astonishing. The fact of the small velocities of the stars
allows the conclusion that wherever there are fixed stars, the
gravitational potential (in our case ,/B) can never be much
greater than here on earth. This follows from statistical
reasoning, exactly as in the case of the Newtonian theory.
At any rate, our calculations have convinced me that such
conditions of degeneration for the g,, in spatial infinity may
not be postulated.

After the failure of this attempt, two poseibilities next
present themselves.

(a) We may require, as in the problem of the planets,
that, with a suitable choice of the system of reference, the g.,
in spatial infinity approximate to the values

-1 0 0 0
0 -1 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 1

(b) We may refrain entirely from laying down boundary
conditions for spatial infinity claiming general validity; but
at the spatial limit of the domain under consideration we
have to give the g,, separately in each individual case, as
hitherto we were accustomed to give the initial conditions
for time separately.

The possibility (5) holds out no hope of solving the prob-
lem, but amounts to giving it up. This is an incontestable
position, which is taken up at the present time by de Sitter.*
But I must confess that such a complete resignation in this
fundamental question is for me a difficult thing. I should
not make up my mind to it until every effort to make head-
way toward a satisfactory view had proved to be vain.

Possibility (a) is unsatisfactory in more respects than one.

*de Sitter, Akad, van Wetensch. te Amsterdam, 8 Nov., 1916.
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In the first place those boundary conditions pre-suppose a
definite choice of the system of reference, which is contrary
to the spirit of the relativity principle. Secondly, if we adopt
this view, we fail to comply with the requirement of the
relativity of inertia. For the inertia of a material point of
mass 7 (in natural measure) depends upon the g,,; but
these differ but little from their postulated values, as given
above, for spatial infinity. Thus inertia would indeed be
influenced, but would not be conditioned by matter (present
in finite space). If only one single point of mass were present,
according to this view, it would possess inertia, and in fact
an inertia almost as great as when it is surrounded by the
other masses of the actual universe. Finally, those statistical
objections must be raised against this view which were
mentioned in respect of the Newtonian theory.

From what has now been said it will be seen that I have
not succeeded in formulating boundary conditions for spatial
infinity. Nevertheless, there is still a possible way out,
without resigning as suggested under (b). For if it were
possible to regard the universe as a continuum which is
Jinste (closed) with respect to its spatial dimensions, we should
have no need at all of any such boundary conditions. We
shall proceed to show that both the general postulate of
relativity and the fact of the small stellar velocities are com-
patible with the hypothesis of a spatially finite universe;
though certainly, in order to carry through this idea, we need
a generalizing modification of the field equations of gravitation.

§ 3. The Spatially Finite Universe with a Uniform
Distribution of Matter

According to the general theory of relativity the metrical
character (curvature) of the four-dimensional space-time con-
tinuum is defined at every point by the matter at that point
and the state of that matter. Therefore, on account of the
lack of uniformity in the distribution of matter, the metrical
structure of this continuum must necessarily be extremely
complicated. But if we are concerned with the structure
only on a large scale, we may represent matter to ourselves
as being uniformly distributed over enormous spaces, so that
its density of distribution is a variable function which varies
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extremely slowly. Thus our procedure will somewhat re-
semble that of the geodesists who, by means of an ellipsoid,
approximate to the shape of the earth’s surface, which on a
small scale is extremely complicated.

The most important fact that we draw from experience
as to the distribution of matter is that the relative velocities
of the stars are very small as compared with the velocity of
light. 8o I think that for the present we may base our
reasoning upon the following approximative assumption.
There is a system of reference relatively to which matter
may be looked upon as being permanently at rest. With
respect to this system, therefore, the contravariant energy-
tensor T* of matter is, by reason of (5), of the simple form

0 0 0 0 1
0 0 0o 0 '
0 0

00'-.‘.(6)
0 0 0 op

The scalar p of the (mean) density of distribution may be
a priori a function of the space co-ordinates. But if we
assume the universe to be spatially finite, we are prompted
to the hypothesis that p is to be independent of locality.
On this hypothesis we base the following considerations.

As concerns the gravitational field, it follows from the
equation of motion of the material point

d’z, dza d
e LN

that a material point in a static gravitational field can remain
at rest only when g, is independent of locality. Since, further,
we presuppose independence of the time co-ordinate z, for
all magnitudes, we may demand for the required solution
that, for all z,,

Ju=1 s £ = quln
Further, as always with static problems, we shall have to set
o= 91 =9gu=0 . . - ®

It remains now to determine those components of the
gravitational potential which define the purely spatial-geo-
metrical relations of our continuum (gy,,4,9, - - . g) From
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our assumption as to the uniformity of distribution of the
masses generating the field, it follows that the curvature of
the required space must be constant. With this distribution
of mass, therefore, the required finite continuum of the
Z), 7y, Zy, With constant z,, will be a spherical space.

We arrive at such a space, for example, in the following
way. We start from a Euclidean space of four dimensions,
£, &, & E, with a linear element do ; let, therefore,

do* = dE + dE, +dE, + dE, . . . (9
In this space we consider the hyper-surface

R=E+E+E+8 . . . (10

where R denotes a constant. The points of this hyper-surface
form a three-dimensional continuum, a spherical space of
radius of curvature R.

The four-dimensional Euclidean space with which we
started serves only for a convenient definition of our hyper-
surface. Only those points of the hyper-surface are of
interest to us which have metrical properties in agreement
with those of physical space with a uniform distribution of
matter. For the description of this three-dimensional con-
tinuum we may employ the co-ordinates §, &, & (the pro-
jection upon the hyper-plane & = 0) since, by reason of (10),
&, can be expressed in terms of £, &;, £,. “Eliminating §, from
(9), we obtain for the linear element of the spherical space

the expression
da® = 'YuvdE»dE ]
Yy = +
% p

whered,, = 1,ifp = »; 8, = 0,if p 4 v,and p? = E+ 8+ £E.
The co-ordinates chosen are convenient when it is a question
of examining the environment of one of the two points
E=&-& - 0.

Now the linear element of the required four-dimensional
space-time universe is also given us. For the potential g,,,
both indices of which differ from 4, we have to set

gw = = (8 + -&?}+w) Gt

1

[12]
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which equation, in combination with (7) and (8), perfectly
defines the behaviour of measuring-rods, clocks, and light-
rays.

§ 4. On an Additional Term for the Field Equations of
Qravitation

My proposed field equations of gravitation for any chosen
system of co-ordinates run as follows :—

Guv =5 = "gTuv . ig,..T),
Guw = = 5,-luw, al + {a, B} (4B, a} - (13)

" dYog/ -9 _ o, n}b log/- g

Dx,bz. 3z,

The system of equations (13) is by no means satisfied
when we insert for the g,., the values given in (7), (8), and
(12), and for the (contravariant) energy-tensor of matter the
values indicated in (6). It will be shown in the next para-
graph how this calculation may conveniently be made. So
that, if it were certain that the field equations (13) which I
have hitherto employed were the only ones compatible with
the postulate of general relativity, we should probably have
to conclude that the theory of relativity does not admit the
hypothesis of a spatially finite universe.

However, the system of equations (14) allows a readily
suggested extension which is compatible with the relativity
postulate, and is perfectly analogous to the extension of
Poisson’s equation given by equation (2). For on the left-
hand side of field equation (13) we may add the fundamental
tensor g,,, multiplied by a universal constant, ~ A, at present
unknown, without destroying the general covariance. In
place of field equation (13) we write

G = Mo = = x(T\, - 3¢, T) . . (13a)

This field equation, with A sufficiently small, is in any case
also compatible with the facts of experience derived from
the solar system. It also satisfies laws of conservation of
momentum and energy, because we arrive at (13a) in place
of (13) by introducing into Hamilton’s principle, instead
of the scalar of Riemann'’s tensor, this scalar increased by a
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universal constant; and Hamilton's principle, of course,
guarantees the validity of laws of conservation. It will be
shown in § 5 that field equation (13a) is compatible with
our conjectures on field and matter.

§ 5. Calculation and Result

Bince all points of our continuum are on an equal footing,
it is sufficient to carry through the calculation for one point,
e.g. for one of the two points with the co-ordinates

Ty =Ty =2y =z, =0.
Then for the g,, in (13a) we have to insert the values
-1 0 0 0
0 -1 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 1

wherever they appear differentiated only once or not at all
‘We thus obtain in the first place

. ) 2 Flog o/ - ¢
Gow = glen 1+ 5l 2+ 55 o 8+ e
From this we readily discover, taking (7), (8), and (13) into

account, that all equations (13az) are satisfied if the two
relations

or
1
:\-52-‘3--3—,. a = 7 08

are fulfilled.

Thus the newly introduced universal constant A defines
both the mean density of distribution p which can remain in
equilibrium and also the radius R and the volume 273R? of
spherical space. The total mass M of the universe, accord-
ing to our view, is finite, and is in fact

R 32
- RS = 4yt 2
M = p.27'R 4 T ,V/_ 5 . (15)

Thus the theoretical view of the actual universe, if it is in
correspondence with our reasoning, is the following. The

(15}
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curvature of space is variable in time and place, according to
the distribution of matter, but we may roughly approximate
to it by means of a spherical space. At any rate, this view is
logically consistent, and from the standpoint of the general
theory of relativity lies nearest at hand; whether, from the
standpoint of present astronomical knowledge, it is tenable,
will not here be discussed. In order to arrive at this con-
sistent view, we admittedly had to introduce an extension of
the field equations of gravitation which is not justified by our
actual knowledge of gravitation. It is to be emphasized,
however, that a positive curvature of space is given by our
results, even if the supplementary term is not introduced.
That term is necessary only for the purpose of making
possible a quasi-static distribution of matter, as required by
the fact of the small velocities of the stars.
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